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INTRODUCTION

Nous allons traiter, dans cet exposé, principatgnde géométrie, d’art
assez peu. A moins qu’on ne considére les mathguneatiet donc la géométrie
comme un art, ce qui n’est point faux.

On parvient a établir cette géomeétrie en se pltada deux points de vue,
I'un proprement physique, I'autre essentiellemanmnain.

Du point de vue physique, le phénoméne fondamepfiahous intéresse
ici est le phénomene lumineux, la source de lumeareéclaire, envoie des
rayons, en premiére approximation supposés reutfigdisposés en faisceaux
cylindriques ou coniques, et, s'arrétant sur lgsetsbles fait voir.

Du point de vue humain, et dans un premier tengsespondant a
I'approche des anciehet de la majorité des peintres de la Renaissanaa-e
dela, le correspondant de la source de lumierel'ast de l'observateur,
lumineux, pétillant, source de regards supposékeidgat rectilignes et encore
disposés quelquefois en cylindres, plus généralemerdnes et qui, s’arrétant
sur les objets, les fait voir.

En somme l'observateur est considéré comme uneeale lumiére,
entre autre intellectuelle, cela va sans dire. Cenuin point de vue historique,
ce sont les observations du monde physique quissbatigine de la géométrie,
c'est par I'approche physique que nous allons fairelques premiers pas dans
I'univers idéal de la géométrie.

Cela dit, il arrivera que soit employé le terp@spectiveau lieu du terme
géométrie En voici la raison : pathéorie de la perspectiveon entend une
théorie de la représentation d’'un domaine du cheisyel sur une surface, qui
peut étre plane (toile, mur droit), ou non, et dgonne lillusion d’étre en
présence du contenu véridigue de ce domaine. Aipdans cette théorie, on
s’attache a représenter non seulement la forme anaisi les jeux de teintes et
de couleurs. La partie primaire de cette théorikénsiee a la représentation des
formes. Il se trouve que cette représentation @sleénent I'objet de la

! La question de la courbure des rayons lumineusena pas traitée ici. Rappelons simplement qu’uassm
trés importante a un effet sur cette courbure.'&tlirrence, la masse de la terre n'a pas d’inflteesensible.
Par contre, I'intégration d’effets de réfractiofimitésimaux peut étre assimilée a un effet delooe.

2 Citons ici leTiméede Platon, premier exemple que nous possédons,sgenintégralité, d’'une description du
monde s’'appuyant sur une théorie mathématiqueaatiait été rédigée entre — 370 et — 348 : « Qlahdniére
du jour entoure le flux issu des yeux, alors leifgérieur qui s’échappe, le semblable allant versemblable,
aprés s'étre combiné avec la lumiére du jour, sestitoe en un seul corps ayant les mémes propriété le
long de la droite issue des yeux , » « quel que’soidroit ou le feu qui jaillit de I'intérieur dére en contact avec
le feu qui provient des objets extérieurs. Il serfe ainsi un tout qui a des propriétés uniformesagon de son
homogénéité ; si ce tout vient a entrer en corgget quoi que ce soit ou si quoi que ce soit déaahtre en
contact avec lui, il lui transmet les mouvementsaders tout le corps jusqu’'a I'ame, et nous preccette
sensation grace a laquelle précisément nous diggns nous voyons » ». (45 c-d).



geéometrie. La perspective au sens restreint dueteetinque I'on peut qualifier
deperspective géométriqguee se distingue donc pas de la géométrie.

Le phénomene physique essentiel, avons-nousstiitedui de la lumiére
qui éclaire les objets, et dont on observe les emlsur des écrans, des
représentations donc de ces objets.

La géométrie est I'étude des propriétés de ces embr

Selon le degré d’abstraction dans lequel on seeple moyen technique
d’observation, 'ombre d’'un objet ponctuel, d’uniqtosur un écran sera appelé
effectivement sorombre mais aussi sprojection sonimage sonhomologue
sareprésentation.

Dans un premier chapitre, nous allons examinercgralement la théorie
de la perspective classique et linéaire telle ¢pr'el été introduite a la
Renaissance. Dans cette version originelle, lesngjumineux sont rectilignes,
I’écran sur lequel on fait la représentation eat.dla théorie mathématique est
alors élémentaire, ne faisant fondamentalement ajppeu théoreme de Thalés,
et a ses subséquents comme l'algebre linéaire.

Nous évoquerons ensuite des problématiques et étisdes parfois
récentes qui se situent dans le prolongement declarie premiéere : éléments
caractéristigues des formes et des ombres suralasséplats en présence de
rayons rectilignes, cas ou I'écran n’est pas mas ou les rayons ne sont pas
rectilignes.

Nous évoquerons dans un second chapitre quedgmp®is pratiques de
la perspective classique. Un troisieme chapitre semsacré a un tres bref
historique de la perspective.



CHAPITRE 1

PERSPECTIVE CLASSIQUE (LINEAIRE ° ET GEOMETRIE DE TYPE
EUCLIDIEN

Selon la position de la source lumineuse, on rdjse deux types de
géométrie :
- Lorsque la source est a linfini, elle engendre pmemier type de
perspective et de géométrie, dit de tgpelidien
- Lorsque la source est a distance finie de I'obdewraelle engendre un
second type de perspective et de géométrie, dytpagrojectif.

Nous allons, dans un premier temps, dégager gwiptés principales de
chacun de ces types de géométrie ou de perspectwane on voudra. On
gualifiera ici cette perspective diassiqueon verra plus loin pourquoi.

1. Les données expérimentales qui fondent la perspeati cylindrique

Lorsque la source de lumiére est a I'infini, combast, par exemple et
nous semble-t-il, le soleil, les rayons issus deolarce paraissent paralléles : ils
donnent, des objets, des ombres qu’on dit étrenabtepaprojection parallele
ou cylindrique.

Qu’observe-t-on ?

1. Les alignements sont conserves :

i

..n

Figure 1
Empruntée a [28]

% Dans cette perspective, on n'utilise que des figneest dans ce sens que Léonardo da Vinci, éenjer
semble-t-il, a employé I'expression de « perspectinéaire ». Elle été aussi qualifiée d’ « aridle », par
opposition a la représentation de ce que tout darcedu peintre saisit, entre autres les jeux diendt de
lumiére.



2. Les parallélismes sont conservés :

Figure 2
Empruntée a [28]

3. Les proportions sont conservées :

Comme le montre I'observation physique, codifi@issle nom de:
théoréme de Thalés, cette projection conservertgsopions des figures aux

LA PROPORTION DE THALES

La source lumineuse, le soleil,
/\\ semble envoyer des rayons

aralléles
o P

Ombygs des obélisques O

Figure 3

cotés paralleles, par exemple HB /HO = H'B’/H'Oesl figures sont dites
semblables



Le fameux « théoréme » de Thalés n’est qu’'undait’observation du
monde physique. Il est 'énoncé fondamental deélanggtrie de type euclidien,
il affirme l'invariance des proportions d’une figupar projection paralléle.

Image 2
Empruntée a [28]

La perspective correspondante est dyendriqueou axonométriquekElle
porte différents noms selon la direction des raymarslleles :

1) on parle d’'uneprojection ou d’une perspective orthogonaleu encore
d'une perspectiveaxonométrique droitequand les rayons frappent
perpendiculairement I'écran.

‘ La « géométrie descriptive », développée par Moagla fin du
18" siecle bien aprés que Durer al"f&iecle en ait proposé le principe,
utilisait deux projections orthogonales du mémesbbjr deux écrans : celui
du sold’'une part, appelé aussi parf@kn de rabattemendu encoreplan
géométral et celui d’'un plan perpendiculaire au solplen frontalou encore
le plan deboubu encore Iplan du tableauUn probleme posé aux concours
des grandes écoles jusque vers la fin des annéé&mib@e dessiner dans ces
deux plans les intersections de deux surfaces @sndéns notre espace

usuel.
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La derniére épure qui fut proposée au concours déHcole Centrale des Arts et
Manufactures en 1962
(réalisée ici par Boris Assancheyev)
Image 3

2) La perspective estxonométrique obliquersque les rayons paralleles ne
sont pas perpendiculaires a I'écran. On I'emplaielguefois sous le nom
de perspective cavalierg¢elle fut notamment utilisée par les ingénieurs
militaires).

Disons un mot sur la représentation numeériquealjpnojection parallele
d’'un domaine de I'espace usuel sur un plan. Untpg@ide ce domaine a pour
coordonnées, y, z. Sa projection f(P) = P’ sur un plan, objet & ddimensions,
a pour coordonnées = u, ety ‘ = v.

Placons-nous dans le cas simple ou une droiteedewr directeur W,
passant par P, rencontre le plan de projectionngpoint O : de la sorte f(O) =
O’ = O. Le vecteur W est projeté en f(W). Si R¥, son image est le point P’
=f(k W) =g f(W). Le respect des proportions implique gue k.



Figure 4

Figure 5

Par ailleurs si W et W’ sont deux vecteurs, dggmteon respective f(W) et
f(W’), la construction géométrique de leur sommedes projections corres-
pondantes montre, du fait de la conservation desdlplismes, que

fW + W) = f(W) + f (W),

L’application f, qui obéit a ces deux réglesk W) =k f(W), f(W + W’)
=f(W) + f (W), est ditelinéaire.

Pour se repérer dans l'espace usuel, trois vectele directions
indépendantes les unes des autres suffisent. Orappslle desvecteurs
générateurou desvecteurs de baseSi on les note;, €,, €3, tout vecteur W de
I'espace usuel s’écrit sous la forme

W=xg +ye&, +2z¢;3,

Supposons qu’on projette tout cet espace de dioredssur un plan de
dimension 2, lui-méme engendré par deux vecteudirdetions indépendantes



'une de l'autre eet &. On suppose également bien établie la manierestorit
projetés sur ce plan les vectegyse,, €s.

Autrement dit, on connait la valeur numérique degfficients g;
suivants :

fle) =ap e +tane
fler) =app e +tan e
fles) mazs @1 + a3 &

Comme fk &) =kf(g) =k (e +ax &) =k aje +k & e,
f(W)=f(xer+ye+ze) =(Xan+tyan+tzaz)e+Xant+ya+Za)e
ce qu’on présente aussi sous la forme :

fW)=w, e +W, &
X
Wi _ au1 a2 cAus
(sz - l:am a2z azj y
ya

Ainsi, la donnée des coefficients de la matriceajepermet de connaitre
la valeur des composantes du vecteur projeté artidonde celles du vecteur a
projeter.

2. Perspective classique a un point et géométrie prajgve

2.1 Eléments de géométrie

Nous nous plagons maintenant dans la situatiota @aource de lumiere
est a distance finie de I'observateur.



Image 4
Empruntée a [28]

Avant toutefois de quitter le cas euclidien présgdnotons une propriété
significative.

Dans ce cas euclidien, nous venons d'observerlegiageux triangles
rectangles OHB et OH'B’ aux cotés paralléles HBH&, OB et OB’, OH et
OH’ sont semblables.

Si les triangles OAB et OA'B’ ne sont pas rectasgimais posseédent les
mémes propriétés de parallélisme, I'égalité depgmtans reste vraie, comme
nous l'allons montrer :

A B

/1

A B’

Figure 6

En effet, d'une part, pour les triangles OHA et’&Hon a par exemple
OH/HA = OH'/H’A’ ou encore OH/OH’ = HA/H'A’, et d'aitre part pour les
triangles OHB et OH'B’, on a également OH/HB = CGHB’ ou encore
OH/OH’ = HB/H'B'.

On en déduit

10



OH/OH’' = HA/H'A’ =HB/H'B’ = (AH + HB)/(A'H’ + H' B’) =AB/A'B’

On procede de méme avec les autres cotés de smrténglement on obtient
I'égalité des proportions des c6tés :

AB/A’'B’ = OA/OA’ = OB/OB’ = OH/OH’

On peut maintenant accoler plusieurs couples idaglies semblables a
cbtés paralleles pourvu gu’ils aient un c6té enroamcomme dans la figure de
gauche ci-dessous. Sont accolés les couples OPR/@FROPQ/OP’'Q’. Alors le
couple de triangles OQR et OQ'R’ est un coupler@mgles semblables a cotés
paralléles.

Figure 7
Empruntée a Projective Geometry by Coxeter

En effet, du fait que les deux premiers coupleg semblables, on a en
particulier OQ/OQ’ = OR/OR’. Si les c6tés QR et QiRRétaient pas paralleles,
on meénerait par exemple par R la parallele a @R couperait OQ’ en Q”, et
I'on aurait par 'énoncé direct du théoreme del@®a®Q/OQ” = OR/OR’, par
ailleurs égal a OQ/OQ’, par conséquent Q” est Q'.

Une autre maniere de présenter la figure et sarigte, sans référer
explicitement a des considérations métriquess de dire que :

si on a deux couples de cotés paralléles tels qUER, P'R’) et (PQ, P’'Q’) de sorte que les
trois droites portant QQ’, PP’ et RR’ sont concourantes (en O), alors le troisiéeme couple
de cétés (RQ, R'Q’) est également un couple de cétparalléles.

Notons qu’on peut aussi voir cette figure danspace ordinaire : PR et
PQ y définissent un plan, tout comme P'R’ et P’Q&s deux plans étant
paralléles. lls coupent alors le plan contenantriaagles OQR et OQ'R’ selon
deux droites paralléles.

Passons maintenant a I'examen de la figure déedi©n y voit :

11



les deux triangles PQR et P’Q'R’; ils sont quelcogues mais une propriété les lie : les
droites portant les sommets en correspondance, aveir QQ’, PP’ et RR’, sont
eégalement concourantes en O. Alors les droites parit, RQ et R'Q’, PR et P'R’, QP et
Q'P’, se coupent respectivement aux points A, B &, qui, point essentiel, sont alignés.

Ce fait, qui apparait pour la premiere fois danltiérature en 1648, porte
le nom de «théoreme des deux triangles (PQR etRP’'romologues de
Desargues » (1593-1662). Dans les deux cas deefigue nous avons
considéreés, le point O peut représenter I'ceil dsbservateur, il est appelé alors
centre de perspectiyet lestrianglesPOR et P’Q’'R’ sont également dits étre
perspectiveégalemenhomologues.

Nous allons voir rapidement que la situation pipysireprésentée par la
figure de gauche est un cas particulier d'une sdngphysique plus générale,
représentée par la figure de droite, celle-ci métu’'une représentation de la
figure spatiale suivante, tronquée par suppressiola représentation des plans
supports des différents triangles :

C

Figure 8

Trois plans en position générale dans I'espacelusirencontrent en un
point. C’est le cas ici : le point A par exemplé @d'intersection du plan défini
par les droites OQ et OR, du plarcar il se trouve sur la droite QR de ce
plan,du plantt étant sur la droite Q'R’ de ce plan : il se trowreparticulier a

12



I'intersection de ces deux plamzt 11, qui est une droit&. Il en est de méme
pour B et C.

Interprétons ici O tant comme source lumineusesgud’'un observateur :
le triangle P’Q’R’ apparait alors comme I'ombre $acran plant du triangle
PQR situé dans le plam, il est son homologueOn est en présence dune
projectiondite centraleou conique de centr®.

La droite§ est appelééaxe de I'homologiecar elle estnvariante par la
projection conique. On peut I'appeler aussiigme de fuite voire la droite «a
I'infini », puisque lorsque I'on fait bouger I'un des pldessorte qu'il devienne
petit a petit paralléle a l'autre, leur droite d&rsection s’éloigne indéfiniment.
On retrouve alors la configuration représentédgfigure de gauche.

Soyons plus concret, représentons notre obseryatetne peintre dans la
réalité coutumiere : il est debout, son ceil est Bduteuh = HO du sol, le plan
11, il regarde autour de lui les objets, délimités lgear contour, sous forme de
lignes, courbes ou non.

Figure 9

Face a lui un écran transparent, ou sa toile, pdipalaire au sol, sur lequel il
va représenter les objets derriere I'écran. Artdgela Renaissance, il voudra
atteindre une certaine perfection dans la quaéitéadreprésentation, notamment

13



P

Figure 10

parvenir a donner lillusion de la réalité d’abqudr le respect apparent de la
forme d’'une part, également des proportions quesdmo@mes assignons aux
objets qui nous environnent d’autre part.

Notons pa? le paysage que le peintre reproduit®rsur sa toile, P un
point courant du paysage, P’ le point correspondanta toile.

Appelonsligne de terrela droite d’intersection du plan vertical contehan
la toile avec le plan du sol. Elle sera I'axe Xrmdhepéere tridimensionnel dont on
placera 'origine O’ a l'intersection des deux @arécédents et du plan vertical
passant par I'ceil du peintre et perpendiculairdedgent auplan de I'écranou
encoreplan du tableaula distance O’H entre le peintre et sa toilediktance
focalg est notée en général par la leftre’intersection, avec le plan du tableau,
du plan horizontal(parallele au plan du sol) passant par I'ceil dintpe est
appelée signe d’horizon.

T/ Ligne d’horizon
Axe
F Z
I e O
/
<« Axe H
Y / o}

/
Ligne de terre,
formant I'axe X

'4
Figure 11
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2.2 Représentation de quelgues droites significatives

Décrivons maintenant ce que peut voir le peintie on écran, en
particulier les droites qui définissent les consoutobjets simples : ces faits ont
ete établis par les mathématiciens et peintrea &=haissance.

2.2.1 On constate d’abord immédiatement par la géoméijtiine droite
(rouge) parallele a la ligne de terre sera représensur la toile par une
droite qui lui est également paralleleet quune droite (bleue)
perpendiculaire au sol aura pour image sur cettédetaune droite
également perpendiculaire a ce plan(ll suffit de considérer
I'intersection, avec le plan de I'écran, des pleespectifs formés par les
droites rouge ou bleue et I'ceil du peintre).

@)
/
/
|
/
Figure 12

2.2.2 Pour trouver I'image sur I'écran d’autres droitesus allons utiliser leur
représentation numeérique, a partir des coordonpéésisant un point
guelconque et son image, et que Vvoici :

Projetons le plan vertical défini par les poiQs H et P, sur le plan
YO’'Z: le point P, situé a la hautear est projeté en ,Rle méme hauteur, le
point P’, situé a la hauteur z’, est projeté epde’méme hauteur, de sorte que,
par le théoreme de Thalés :

15



Figure 13
(h-2)(h-3 =fiy+f) "

Projetons maintenant P et P’ sur le plan du sslpectivement en,Fet

Figure 14

Par le théoreme de Thales :xX'/x=flly +f)=(h-2)/(h-2 (T)

Ces relations déterminent la position de P’, unis fmnnue celle de P. La
guantitéf / (y+ f) est appelée larofondeurde la perspective.

2.2.3 Soit maintenant une droite perpendiculaire a I'écelle est parallele a
I'axe Y. Elle rencontre I'écran (X, Z) en un poidé coordonnéesa( b). Un

4 Souvent, le peintre est assis prés du sol, de sprien fait souvent I'approximatiom = 0. Dans ces
conditions :

X' =xflly+f)

zZ=zflly +f1).
Placons-nous dans une situation un peu plus géngua celle que nous venons d’examiner, en ceense
plan de I'écran, n’est plus le plan XO’Z, mais Uarpparalléle, situé a la distangedu plan de référence.
Le théoréme de Thalés s'écrit alors :

xIx=(Ff+y)(f+y)=h-2)/(h-3 (TG)

16



point courant de cette droite a pour coordonnaey,(h. Que voit le peintre ?
Nous l'allons établir par I'équation de la droitmage, a partir de la
relation (T) oux = a, z = b qui nous donne :

X'=afl(y+f) (1)
xla=(th-2)/th-H (2

La relation (2) est I'équation de I'image de laitbasur I'écran (X, Z). Quany
tend vers l'infini, la relation (1) nous montre gxigend vers 0, ce qui implique
alors que’ = h.

Ainsi toutes les perpendiculaires a la toile pasaist provenir du
« centre » de cette toilé point F Q, 0, h, appelé lgoint de fuite principala
la fois projection de O sur le plan de I'écran pHakament au plan du sol, et
image dupoint a l'infini S O, «, h).

A
v

Figure 15
F, situé sur la ligne d’horizon, est appeléomt de fuite secondaire.

Le point S est analogue a un soleil, une sourdardi&re située a I'infini,
qgui envoie ses rayons perpendiculairement au péafiédran, et dont I'image
sur I'écran devient le centre de la toile d’ou #sukg lumiere dans toutes les
directions.

17



Claude Gellée dit Le Lorrain
Port de mer au soleil couchant (1639)

Image 5

2.2.4 Examinons maintenant I'image sur I'écran d’une w@rgjuelconque située
dans le plan du sol. Elle a pour équation :

z=0 y =mx+p.
De la relation (T) on déduit que— z'= (h — 2 f/ (y + f) et donc que :
Z=h- (h-2)T(y+1 (2
La relation (Z) devient alors, puisqae= O,
z’=hyl(y+f)
y=—fz/(z-h

soit

On en déduit que
f+y=1f+fz/(z -h

18



Comme par ailleursx’/x = f /(y + f) ou encorex = X' (f + y)/f, 'image de la
droite du plan du sol a pour équation :

fzI(h-2)=mx {f+y)f +p
soit, en remplacatrit+ y par la valeur que I'on vient de calculer :
fzI(h—-z2)=mx'[f +fz/(Z -h]/f +p

Apres simplification, il vient :
Z=mh xi(f+p)+ph/{+p)

Au niveau de la ligne d’horizon pour laquetfe= h, cette relation devient :
f+p=mx +p soit X =f/m.

Autrement dit, toutes les droites au sol de ménmeepm passent par le
point de fuite secondaire (f/m, 0, Ies points sont parfois appelés gdemts
de distance.

De la sorte, il est facile de représenter suoila un carrelage posé sur le
plan du sol et dont les carreaux carrés sont aigeén des droites a 45 ° par
exemple par rapport a 'axe X : la pente de cesteyovalant 1 ou — 1, leurs
Images sur la toile passent par les points C etdeGa ligne d’horizon de
coordonnées C #£,(0,het—-C ={f, 0, h.

C —C

Figure 16

Voici une autre démonstration géométrique et sndel ce fait.

Considérons, dans le plan horizontal passant 'paif tu peintre O et
paralléle au plan du sol, une droite quelconquec@@pant la ligne d’horizon en
un point C. Deux plans quelconques contenant O@eamule plan du sol en
deux droitesA; et A, paralleles a la droite OCA; et OC par exemple sont
situées dans un méme plan, mais paralleles puégalement situées dans deux

19



plans paralléles sans point commun. Ces draifed A, coupent respectivement
le plan du tableau en,[®t D,, plan dans lequel elles ont pour image respective

les droites CRet CD; issues de C.
% >

o

Figure 17

2.3 Perspective d’'un cercle

C’est un fait bien connu, depuis Apollonius de gee(262-190), que
I'intersection d’un cone par un plan est soit urckes soit une ellipse, soit une
parabole, soit une hyperbole, soit deux droitesir Boe inclinaison convenable

__——

Figure 18

de lI'angle au sommet du cbéne, I'image d'une ellipseée sur le plan du sol
pourra étre un cercle dans le plan du tableau,ngarsement, I'image d’un
cercle tracé sur le plan du sol sera une ellipss taplan du tableau.

L’emploi de la représentation analytique d’'un cenhd’un plan permet de

retrouver rapidement les types d’intersection eodiedeux surfaces.
Un cone de base circulaire et d’axe vertical pee représenté par

I’équation
Z=+/X2+ y2

20



Figure 19

En effet, la section par le plan horizontal situéa hauteuz = r est le
cercle d’équatiom? + y2 = r2,

En coupant le cone par le plar= 0 ouy = 0, on obtient tout de suite
comme intersection deux droites.

En coupant le cone par exemple par le plana, on obtient I'équation
d’'une hyperbole? - x2 = &.

Dans le plan vertical (Y,Z), une droite de pent@assant par le point (O,
1) a pour équatiorz = my + 1. Cette équation est aussi celle du plan
perpendiculaire a ce plan vertical et passant gte droite. La substitution de
ou dey par sa valeur extraite de I'équation du plan d&tuation du cone
permet de retrouver immédiatement les difféereraesés d’intersection selon la
valeur dem: comprise entre — 1 et + 1, la section est ufipsel devenue
exceptionnellement cercle quamd= 0.

2.4 La notion d’'espace projectif réel a deux dimensionsa modele de cet
espace, le bonnet croisé

Examinons mage 1 faite par Direr ou encore fggure 10. Nous y
voyons le point du tableau P’ comme I'image du péirde la scene. Un autre
point quelconque de la droite OP’ admet ce mémetFdicomme image : tous
les points de cette droite sont dogquivalentsdu point de vue de leur
représentation sur le plan du tableau. C'est dandet la droite qui est
représentée par le seul point P’.

Toutes les droites de I'espace usuel tridimengbagni passent par O et
frappent le plan du tableau sont représentéeseptabdeau qui est un élément
d’'un espace bidimensionnel.
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Définition : L'espace représentant la totalité des droitebedpace usuel a trois
dimensions issues de O est appelgpace projectif (réel) de dimensionlRest
noté par exemplER?.

Le tableau que fait le peintre n'occupe bien siigu’une petite partie de
cet espacfR-.

|l existe deux modéles classiques de représentdtda totalité d€R? :
le modéle de Boy (cf par exemple [3], [11]) et ;nbet croisé dont nous allons
décrire la construction.

Dans notre espace projectif, un point représem¢ednoite passant par O.
Observons que la totalité des droites de I'espadsaire qui passent par O
rencontrent une sphére centrée en 0 en deux mpptsses par rapport a 0, dits
antipodaux.Cette sphére n’est donc pas une tres bonne repaése de notre
espace projectif, puisqu’elle associe a un pointelei-ci, deux points sur la
sphére. Une trés bonne représentation doit avqirdpriété de bijectivité : tout
point a représenter doit avoir un analogue unicquresd’'objet qui le représente.
On va donc déformer la sphéere de maniére a fasadaitre cette difficulté.

Divisons la sphere en trois parties : deux gramddottes, symétriques par
rapport a I'équateur, et un petit anneau centmatezant cet équateridure 20).
Un point Q de la calotte supérieure a pour poiripadal un point Q' de la
calotte inférieure. Pour représenter par un seint pme telle droite QQ’, 'une
des deux calottes suffit : on peut coller I'une dalettes sur l'autre, on dit qu’on
lesidentifie

Figure 20

Reste a voir ce que I'on peut faire avec les pantgpodaux de I'anneau, qui est
analogue a un cylindre creux. On obtient ce cykntheux en prenant une bande
de papier, en commencant a lui donner une fornoeilaire, puis finalement en
accolant, en identifiant ses deux bords vertic&uxpeut au contraire la couper
verticalement en n’'importe quel endroit et obteime bande quadrangulaire.
Sur la figure sont montrés deux couples de pointip@daux Q et Q' qu’il faut
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identifier ; le segment vertical de points rougescpuru de bas en haut a
gauche, doit étre identifié au segment de poinigegarcouru de haut en bas a
droite.

Figure 21

On obtient cette identification en torsadant learulle maniere a accoler téte
béche les deux bords verticaux. On a alors obtamuhan de Mdébius

Il ne reste plus qu’a identifier, en les accoldes, bords respectifs de la
calotte sphérique par exemple supérieure et dunrdeaMobius. Le résultat
obtenu est appelé onnet croisé

2.5 L’invariant métriqgue de la géométrie projectivensaet I’'hnomographie

Examinons maintenant la question du respect depogions dans le
cadre de cette représentation.

2.5.1 Placons-nous d’abord dans cet élément de plangpifojer’est le tableau.
Nous désignons ici par S le point de fuite princgiau émergent quatre
droites jaunes que coupent respectivementen &, B et A’, B', C', D’
deux droites transversales T et T'.

S

Figure 22

On mene par B et B’ les paralléles a la droite ASAElles coupent
respectivement la droite SD'D en M’ et M, la droB’'C en N’ et N. Les
triangles D'A'S et D'B'M’ étant semblables, D'B/IX° = B'M/A’S.
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Pareillement, les triangles C'B'N’ et C'A’'S étanemblables C'B/C'A’ =
B’'N'/A’S, d'ou (D'B/D'A")/(C'B’/IC'A’) = BM'/B'N'. En procédant de la
méme facon avec les couples de triangles DAS et [dBMe part, CBN et CAS
d’autre part, on obtient que (DB/DA)/(CB/CA) = BMXB Mais par la similitude
des triangles SB’M’ et SBM, SB’N’ et SBN, B'M’'/BM SB’/SB = B'N'/BN
d’ou on déduit I'égalité des birapports :

(D'B'/D'A’)/(C’'B'/C’A’) = (DB/DA)/(CB/CA)

Ainsi, en géométrie projective, c’est le doublepap ou birapport entre quatre
points alignés qui est conservé, ne dépendant guaisceau de droites et non
du choix de la transversale.

Ce théoreme de Desargues a été exposé par leugiaeaham Bosse
également en 1648.

Si par exemple D et D’ tendent vers le point diisgetion de T et T’ qui
s’éloigne vers un point a l'infini, alors les dedsoites deviennent paralléles, et
I'on retrouve alors la conservation des proportiseion Thalés.

2.5.2 On traite ici la question des proportions dangde simple ou I'objet a
reproduire est tout entier situé dans un plan qoesnappellerons Iglan
observé Lorsque celui-ci est parallele au plan de I'éctanthéoreme de Thalés
s’applique, et les proportions entre les différeparties de l'objet sont
conservées sur la toile.

Supposons au contraire quelconque le plan obsetwdans ce plan une
droite rougeT : elle définit avec I'ceil du peintre uplan d’observationqui
coupe le plan de la toile en une droite mativesoient A, C, B, D quatre points
significatifs de I'objet situés suF, et A’, C’, B’, D’ les points correspondants
situés suif’.
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Plan observé

Tableau

Plan
d’observatiol

Figure 23

Alors, en remplacant S par O, la méldmonstration que tout a I’heure
s’appligue : est conservé le birapport

(DB/DA)/(CB/CA) = (D'B'/D'A)/(C'B'/C'A")

2.5.3 Si I'on déplace la figure par translation, ou bgron la fait tourner, ou
bien si I'on procéde a des homothéties, la proprifinvariance sera
conservee.

Les trois points A, B et C étant représentés tlapgan par trois nombres
convenables, b etc, soit Z un quatrieme point représenté par le nembte
birapport de ces quatre points est par exemple :

[(z—a)lz-b)] / [(c-a)(c-b)]= Z
Ou encore
z=(z-a)(c—b) / (z-b)(c-a)

La transformation de en z’ est appelée uneomographie De maniére
générale, I'expression analytique d’une homographtale la forme

hy)=(@y+B/! (yy+9
h(y)=aly+(By-ad)/y +9/))
Une telle expression décrit géométriguement |ankBoaison d'une

translation, d’'une homothétie, d’'une rotation atr# derniére transformation
géomeétrique l'inversion.

Oou encore
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Soit alors h une homographie quelconque transfotrmaen h(a), b en
h(b), c enh(c), etzenh(z).Le calcul par exemple montre quebleapportz’ des
guatre nombreas, b, c, zest invariant pat’homographie:

[(z—a)/(z-b)] / [(c-a)(c-Db)]= Z

z' =[(h(z) —h(a))/(h(z) - h(0))] / [(h(c) —h§I(h(c) — h(b))]

2.5.4 Nous allons maintenant introduire un systeme derdmmées dites
homogénes qui permettent de travailler numériquénsem le plan
projectif.

L’espace projectif & 2 dimensions étant I'esfacaé par I'ensemble des
droites de I'espace usuel (dont la dimension egjuB)yassent par l'origine, il
peut partiellement étre représenté par 'ensemidamtersections de ces droites
avec le plary = 1. En normant la distance focale f de sortelus®it égale a 1,
ce plan n’est alors autre que celui du tableau.

La donnée de coordonnées (¢, = b, z =¢) permet de situer un point P
de l'espace usuel par rapport a un repére donné danespace. La droite
passant par l'origine et ce point est 'ensemblg pl@ints de coordonnéesd,
mb, mg.

On choisit donc de représenter cette droite ppoiet P’ ou elle coupe le
plany = 1, soit lorsquem = 1/a Il a pour coordonnées ,(b/a, c/g. Ces
coordonnées s’appellent lesoordonnées homogenais point de l'espace
projectif correspondant.

Dans ces conditions, les transformations planaadsrd, translations,
rotations, homothéties, symétries peuvent étre eptéss sous forme
matricielle :

1 0 )X cosd sind 0) x k 0 0)x -1 0 0)x
0 1 ¢tz -sin@ cosd Oz 0 k 0|z 0O 1 0fz
0O 0 1)1 0 0 1)1 0O 0 1)1 0O 0 1)1
Translation Rotation homothétie nitrie
de vecteurt(, t,) d’anglé de rappork par rapport a I'axe X

On peut, de la méme facon, étant donné un espmmteriel de dimension
4 ou supérieure, considérer I'espace des droitesapa par l'origine, droites
dites vectorielles. Ainsi, un point quelconque dudroite vectorielle d'un
espace vectoriel réel de dimensiorR4, a pour composantes ordinairgsy, z,
t) : elle passe par le point/(, y/t, z/t,1), choisi comme représentant cette droite.
L'espace projectiPR® est I'espace formé de tels points, représentanésdes
droites vectorielles d&®*: c’est & nouveau un espace de dimension 3. Les
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matrices des transformations linéaires s’écriveaif pour les rotations, de
maniere exactement analogue a la précédente.

2.6 Eléments caractéristigues des formes et des ombres

Si les artistes de la Renaissance ont tres tdetdes ombres et des
anamorphoses sous un angle pratique, ce n’est gi€ale dernier que les outils
mathématiques de leur étude ont été développéesofsultera par exemple sur
le site de Francesco Decomite [15] la section <«Agr@hoses »
(http://Iwww.lifl.fr/~decomite/anamorphoses/generaliodF.html).

Soit un objefQ dont un faisceau lumineux, supposé d’abord cyilijue:,
projette I'ombre sur un plan. Soit f I'applicatiade projection et f@) = Q’
'ombre, que nous qualifierons de cylindrique, dnborddQ’ est le contour
apparentde I'objet dans la direction des rayons paralleles.

Prenons I'exemple simple d’'un obj& sphérique. Son ombre est un
cercle dans la direction des rayons perpendicglateplan de projection, une
ellipse de plus en plus allongée et lointaine awefua mesure que l'inclinaison
des rayons par rapport a ce plan s’affaiblit (cfitare 18). Elle disparait, étant
rejetée a l'infini, quand la direction des rayonst @arallele au plan de
projection.

Comme a priori I'objetQ est bien moins simple qu’'une sphere, on le
découpera virtuellement en parties élémentaire$ aloconsidérera les ombres,
et on recollera ensemble les ombres partielles poianir la vision compléete de
I'ombre globale.

La théorie mathématique des ombres cylindriquesdssrhyperplans est
connue et s’inscrit dans le cadre de la théoriestlegularités des applications
différentiables (par exemple [5], [9]).

Nous allons ici seulement rapporter un premier ltésélémentaire d’'un
point de vue physique, valide lorsque le plan dggation est celui du tableau
du peintre.

Localement, on est en présence de ces deux Sallgons :

- ou bien la forme locale du contour apparent ne guessaucune sorte de
singularité et se présente alors sous un aspédiigmee ou arrondie.

- ou bien cette forme locale posséde une singuldetéorte qu’en son
voisinage, I'aspect de la forme est I'un des suivan

SN = A NN

Figure 24
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Il est remarquable que ces dessins, donnés dahofit, pour la plupart
d'entre eux, été également présentés par Dureliqpemment cing siecles
auparavant

Une figure élémentaire, tres appréciée par lehiénadticiens et que I'on
voit dans la liste précédente, est appelé@aiép.

AN

Figure 25
Imaginons une feuille dont le bord partiel estdarbe définie par

y=t, x=t, z=%

—
— >

N
g

Figure 26

® Voici ces dessins, rencontrés lors de la prémarate ce texte, et extraits du livre de Diirer tiaplar Jeanne

Pfeifer [14] : M ‘\ ‘\\ \\
SRR
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out est un parameétre qui varie continlment, disonseentl0 et + 10. De
chaque point de cette courbe part, toutes oried&éds la méme direction,
une parallele au plan XY : elle représente la tdinae section de la feuille par
un plan paralléle au plan horizontal passant ppoiet donné.

Dans le plan XZ, 'ombre de la feuille a pour bdéément de courbe
définie par les seules équations
x=t2, z=¢

A

z
/\Z X
Figure 27
c’est-a-dire le cusp représenté sur la figure 25.

A partir de cet exemple, on peut étudier la dé&irom de I'ombre en
fonction de la direction du faisceau.

2.7 Zones de forte brillance

Une zone peut apparaitre plus ou moins brillantensé&a quantité de
lumiére incidente qui est réfléchie.

On peut méme étre en présence de zones de sumwmille long de
caustigues ou deux rayons réfléchis voisins dewenmangents. Classifiées
selon leurs symétries par V. Arnold (par exempld, [fes formes de ces
caustigues dans notre espace usuel sont aujoutnldmuiétablies. On y retrouve
les fameuses sept catastrophes de Thom.

2.8 Représentation des surfaces courbes. Contre-imlagaableau

Nous ne décelons d’'un objet volumique quelconQuagu’une partie de sa
surface appelée en langage mathématique son besdjeux d’ombre et de
lumiére nous permettent d’inférer la partie « Visily du domaine qu’il occupe.

Un paysage est peuplé de tels objets. La donnéeelddi®ns (T) (page 15,
83.2.2) permet, en principe, d’obtenir numériqueimi@mage de chaque point
de la surface visible de tout objet, et ainsi destwire la projection du paysage
sur un écran plat pour lequel la distance fotaleste constante.

On peut procéder de la méme facon pour un écraltanggie non plat,
mais dans ce cas la distance focale change poguelpoint.
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Sauf dans des cas tres particuliers, l'obtentiormémgue de ces
représentations est évidemment illusoire, suppdaardnnaissance de toutes les
distances entre tous les points des objets ealecr

En pratique, I'ceil du peintre procede a des estimat Leur exactitude
fonde la qualité principale du dessinateur.

De maniére générale, I'ceil qui observe un objat sa mouvement
saccade, le regard étant dirigé vers les singésade I'objet et leurs voisinages,
enregistrés les uns apres les autres. Le peintree@e ainsi inconsciemment
par découpe du paysage en zones locales, appakfes locales en langage des
mathématiciens. Ces cartes sont assez petites ioeirassez correctement
assimilées a des éléments plans. On fabrique @&nsqguelque sorte une
approximation polyédrale du paysage, chaque pditee du polyedre
correspondant & une zone locale. Chacune de ces fd@nes est représentée
approximativement sur I'écran, plan ou lui-méme adgosé en polyedres,
selon les regles de la perspective linéaire.

Nous verrons dans le chapitre suivant une mise ratigpe de cette
technique de représentation.

Tout récemment, la question suivante a été abolf@e peut-on
déterminer, a partir d’'un tableau et des seulesbesuqui y sont présentes, les
données exactes de la géographie du paysage fixé paintre ? La réponse est
evidemment négative a priori puisqu’'on ne conna# la hauteuh de I'ceil du
peintre par rapport au sol, et que deux pointsndtst, peut-étre fort éloignés
'un de l'autre mais situés sur le méme rayon Misdéterminent le méme
représentant sur I'écran; quant aux angles, enordelde certaines
orthogonalités, ils sont en général déformés. Cagnan dans certains cas
particuliers plutdt simples, la représentationtélbleau) peut donner quelques
indications sur la réalité, en particulier sur lstahce focale a partir des points
de distance symétriques, ou sur les objets plammagsage réel.

Du fait que les distances percues tendent a deéales, avec une
approximation d’autant meilleure qu’elles sont plysndes, les données du
tableau peuvent donner des renseignements asse® g la disposition
relative des éléments lointains.

La connaissance parfois possible de l'intersectioec le plan du tableau
du plan contenant les objets (comme il se peutegample le plan du sol),
intersection appelée axe d’homologie, permet den&duer géométriquement
la disposition des objets réels ; par ailleurssdaservation des birapports dans
le plan d’observation (cFigure 23) peut permettre d’obtenir des estimations
métrigues d’objets réels a partir d’autres objetels dont les propriétés
métriques sont connues.
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CHAPITRE I

EMPLOIS PRATIQUES DE LA PERSPECTIVE CLASSIQUE °

Pas davantage que dans le précédent, il n’egablennent pas question
d’art dans ce chapitre. Son propos est de monterement le résultat
graphique de I'emploi quelque peu formel de la pecsve.

Un ouvrage plus complet, un gros volume, montréréa fois sa présence
implicite ou explicite au cours des siecles daosulrre des peintres, et de quelle
maniére elle a pu évoluer. On notera ce simpleg&ieral : la mise en place du
point de fuite principal au centre de symétrie dblégau a rapidement été
abandonnée pour permettre de créer une vision dgoardu paysage beaucoup
plus proche de la réalité.

1. Les principaux utilisateurs

Peintres, graveurs, dessinateurs, architectegniegrs notamment mili-
taires, tailleurs de pierre et sculpteurs, géograph

2. Perspective a un point de fuite

Le peintre est face a un paysage éclairé paraunee de lumiere dont les
rayons sont perpendiculaires a sa toile. D’a@r2< ils sont représentés par des
droites issues d'un seul point de fuite F donpdsition peut étre centrale
(Alberti) ou non (Piero della Francesca).

Compte tenu d@.2.1, les droites paralleles a la ligne d’horizon dtese
gui sont perpendiculaires au plan du sol conseneems directions sur la toile.
Un parallélépipéde dont une face est paralléle tila sera alors représenté
ainsi :

Figure 28

® La quasi-totalité des figures et images de ce itleapont empruntées a une publication de Dick Bsrm
intitulée « New perspective systems »Http://termespheres.com/6-point-perspecjive/
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Voici, ci-apres, ce que verrait un peintre regatda plafond d’'une salle
en étant situé sous son plancher transparent :

Image 6

Les peintres classiques ont surtout fait appek aype de perspective,
ainsi d'ailleurs qu’a la perspective utilisant dgaoints de fuite.

En considérant chaque face d’'un polyedre comnh@lad’un peintre, on
peut représenter sur ce polyedre la totalité deeseironnement visuel. On vaoit,
par exemple, sur la figure ci-dessous, les faces dube sur lesquelles sont
portés le point de fuite central et le maillagebktde sorte qu’il se raccorde a
ceux des faces adjacentes.




Image 8

Les deux imagés ci-dessus, pliées selon la petite diagonale des
parallélogrammes et assemblées, reconstituent ttaedée. Sur chacune des
faces est représentée un quart de ce qui conbiniégieur complet d’une piece,
ses murs, son plafond, son sol.

Image extraite dehttp://termespheres.com/explaining-some-of-my-oldeideas/

Image 9

" Elles proviennent d’'un modéle & assembler que aitadressé Dick Termes, que j'ai le plaisir deessier &
nouveau.

33



3. Perspective a deux et trois points de fuite

On suppose la présence de deux sources différdategmiere, chacune
envoyant un faisceau de rayons paralléles. D’api28, correspondant alors a
chaque source un point de fuite secondaire sugnie ld’horizon d’ou semblent
provenir les rayons lumineux.
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Figure 29

Un tel couple de points de fuite est bien adadé gxemple a la
description d’'un intérieur en lequel la lumiere gtta par deux fenétres non
situées dans un méme plan :
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Image 10

On peut, dans le méme esprit, envisager la présdactrois points de
fuite, de trois sources de lumiére, dans le cagpample d’'une salle de théatre
éclairée par trois projecteurs, I'un en hauteurcantre de la scene, les deux
autres au pied de la scene et sur chacun de s cot

Aoy
A\ \\\\\\\\\

Figure 30
4. Critique de la perspective rectiligne classique: a perspective
curviligne, six points de fuite
L’emploi de la perspective rectiligne a fait I'objeles le seizieme siécle,

de remarques critiques (Piero della Francesca, drdonda Vinci): le modéle
n'est valable que dans certaines conditions d’ofagi®n, n’introduisant pas, par
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exemple, des altérations de la représentation eays&r le caractéere apparent
rectiligne de visées. C’est pourquoi les pointsvde trop rapprochés ou les
angles de visée trop importants ont été interdits.

De son coété, a la méme époque, le savant philes@uhillaume Postel
prend conscience d’'une certaine courbure de I'espagible (cf l'article de
Bouligand-Flocon-Barre [8]). Au siecle dernier,deintre Maurits Escher et le
graveur Albert Flocon développent des représemsitiaisant appel a plusieurs
points de fuite bien disposés qui permettent dendotiillusion plus ou moins
accentuée de cette courbure. On voit bien, suhddographie ci-dessous, mais
probablement dd a I'optique de I'appareil phototrgpe, un effet de courbure
de certains gratte-ciels.

Image 11

Une solution consiste alors a reprendre la coctsbiu a trois points de
fuite, et a faire émerger du point de fuite syndmuit le zénith, non plus des
droites mais des courbes de la forme ellipses mlese

£ 5 SNy [N [N I S SPN TP (I P R —.——— =

Figure 31
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Il se trouve que, si I'on veut étre assez fidela gealité, ce point de fuite

au zénith se situe bien en dehors du plan du tabMais il ne s’agit plus,
aujourd’hui, de reproduire la réalité observée dmigre parfaite - les appareils
photographiques le font trés bien - mais simplendé&t donner une illustration

qui parle tant a I'imagination qu’au rationnel.

ZENITH

\)
//
;

NADIR

Figure 32

D'ou la construction d'objets deécoratifs comme cecpeés par lartiste
americain Dick Termes et ses émules.

Four-point perspective

Image 12
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De maniére plus générale d’ailleurs, une légérertmoe des rayons
lumineux aussi bien est-ouest que nord-sud serfaifganent adaptée a la
représentation de vastes étendues. L’artiste aanérizick Termes s’est fait une
spécialité de cette technique. Voici par exemplgeunde maillage qu'il utilise
pour représenter I'environnement d'un paralléléggpea base carrée ou
circulaire :
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Figure 33
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En introduisant les points de fuite situés auxtgupoints cardinaux et le
point de fuite principal associé au regard horiabuie I'observateur, on peut
représenter sur une toile I'environnement d’un lsfmére, on peut relever le
contenu de cette toile sur un vrai hémisphereinalédment, en accouplant les
deux hémispheres représentant chacune la moiti€edpace entourant le
peintre, dessiner sur une sphére la totalité dutecon visible de notre
environnement spatial. Ces quelques dessins etesnagnpruntés a Dick
Termes illustrent ces principes :
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misphere of view.
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Fig 24b (BELO
NADIR B 'f’l wrer j;

Figure 34

Panthéon Sainte Chapelle

Image 13
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5. Sur la conservation des mesures lorsque les saces présentent de la
courbure

5.1La problématique

La maniére dont les peintres rendent compte deolsservation des
proportions relatives des objets réels qu’ils reenéent sur leur toile a été
abordée des la Renaissance. L'emploi du théorén¥hdies convient pour les
projections paralléles de figures et objets plans des écrans plats. Mais
comment représenter exactement des objets qui pfeagjue rien de plan ?

On peut au moins, dans un premier temps, supgpsés ont une partie
assez ronde pour étre considéréee comme sphériggepdSe alors la
représentation exacte, s'’il se peut, de cetteggpinérique.

Lorsque la source de lumiére est située sur uherspl'ombre de cette
sphére sur un plan perpendiculaire a I'axe de e passant par la source
lumineuse a été bien étudiée depuis Ptolémée indeisitiales de construction
de cartes géographiques.

Cette projection de la sphére est qualifiee deéstgaphique : elle
possede la propriété générale de conserver lesesandgdeux courbes
guelconques qui se croisent sur la sphere selorcewtain angle ont des
projections qui se croisent dans le plan selondmmangle.

Il ne semble pas qu’on ait étudié en détail cel aavient lorsque le plan
n'est pas perpendiculaire a I'axe passant par lecsolumineuse, ni lorsque
cette source ne se trouve plus située sur la sgiereméme. Dans les deux cas,
les équations de I'ombre ne sont pas difficiledablé, et la visualisation des
résultats pourrait suggeérer I'extension de théoseooanus.

Quoigu’il en soit, la conservation des distanc&gamt pas en général
respectée par ce type de projection, il semblenset qui est rapporté dans [8],
gue Guillaume Postel ait suggéré le report suoila,ta une mesure d’échelle
pres, des longueurs géodésiques des objets. hemuxrale Flocon et Barre,
rapportés dans ce méme article [8], semblent mogtre ce procédé apporte le
moins de distorsion possible dans la perceptidfobget.

Cela dit, il faut a nouveau souligner le caractBsorique du procedé qui
suppose les mesures préalables sur I'objet réelatggieurs de géodeésiques
gu’il faut d’abord reconnaitre comme telles.

Il semble que, dans son travail de peintre et@mwichteur, Dick Termes
ne se soit pas embarrassé de considérations thésri§on ceil de dessinateur
I'a sans doute principalement guidé dans le chesx ahgles a partir desquels il
construit ses quadrillages réguliers, et dans ilke tdes représentations qu'il
dessine dans chaque maille.
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On peut néanmoins se demander si ces représastaigo possederaient
pas également des invariants de proportions.

Faites I'expérience avec une membrane de caoutchan peut
localement passer continlment, insensiblement, ed'wurface idéale de
courbure 1 (la sphére) a une surface de courbuie (la plan), puis a une
surface de courbure — 1 ('hyperboloide a une napPe peut suivre alors
I'évolution des propriétés d’'un triangle a co6tésodgsiques tracé sur la
membrane. Bien des propriétés se conservent. Daupdssibilité de
conservation de proportions par des déformatiopsogpiées.

La question a été envisagée dans la publicatidhgpropos justement de
la représentation sur une sphere de la totalitéedpace environnant le peintre.
Une premiére réponse peut étre apportée sousnie fenivante.

5.2 Le théoréme de Thalés faible comme généralisatinthéoréme standard
de Thales

5.2.1 Sur le théoreme standard en géométrie euclidienne

Revenons donc au théoreme de Thalés qui fonderdgatda théorie de
la perspective. Cet énoncé, qui releve de l'optigoac, traduit la relation
meétrique existante entre les ombres de deux opptslleles éclairés par une
source lumineuse. Cette relation métrique a deyeds : elle concerne des
longueurs d’'une part, des angles d’autre part.

Dans ce cadre classique, on est ici en présencegdd&ois acteurs : des
objets paralleles, des droites en l'occurrenceutdds droites qui leur sont
transversales, la source lumineuse avec les ptépride la lumiere émise,
encore sous forme rectiligne.

5.2.2Les théoremes de Thalés locaux en géométrie eptidi

Vient alors aussitét cette remarque : en géomeétrdidienne plane, on
peut énoncer un premier théoremeTdales localqui est le suivant (Figure 1,
gauche) :

soient deux courbes et b, deux pointsA et A’ sur la premiérea, deux
points B et B’ sur la secondd, de sorte que les droiteBA’ et BB’ soient
tangentes respectivement aux couraesb, et soitS I'intersection des droites
AB et A'B’' : alors SA/SB = SA’/SB’ = AA'/BB’, les angles e\ et B d'une
part,enA’ et B’ d’autre part sont égaux

On appelleraégalité a la sourcd’égalité SA/SB = SA’/SB’, égalité des
longueurs compléte lorsque SA/SB = SA’/SB’ = AA'/BB
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Dans le cadre de cet énoncé, les conditions impas@# suffisantes mais
non point nécessaires pour que toutes les égaliéslieu. Dans cette situation,
la stabilité de vérité de I'énoncé est liee a laire d’écart entre les tangentes
aux courbes aux différents points considérés.

Figure 35

Il est unsecond théoréme local de Tha(fgure 1, droite) : il suppose
gue les tangentes sont toutes distinctes, pasllééux a deux (celle en A
(resp.A’) est parallele a celle en B (resp B’), lesints de concours des
tangentes en A et A’, B et B’ sont alignés avepdat de concours de AB et
A'B’, et forment une droités.

Un cas est particulierement intéressant, celuiaodroited est bissectrice
du couple de droites (SA, SA’), alors que les cesebetb sont des cercles ou
plus généralement des courbes admefignutur axe de symétrie.

Les courbes sont des droites si 'une des progriétéales se maintient
lorsqu’on déplace les couples de points (A, B) obtient alors le théoréme de
Thalés classique qu’on appellera le théoreme d&$htandard.

5.2.3Préliminaires a I'extension des théoremes locadiaatres géomeétries

\

Si 'on songe a retrouver les théoremes de Thakss des autres
géomeétries, on se heurte a priori a ces deux diféis : la notion de parallele
n'existe pas en géométrie sphérique, alors qu'antrame, en géomeétrie
hyperbolique, toute droite admet une infinité deapj@les. On va voir comment
lever partiellement ces obstacles.

Par ailleurs, il convient d’adopter d’emblée unmoide vue général :
I'élément constitutif fondamental de ces géométeisisla conique, qu’elle soit
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cercle, ellipse, parabole, hyperbole, ou droiteugpprécisément couple de
droites). Compte tenu de la métrique, certainssgémdésiques, sont extrémales
qui réalisent le plus court chemin entre deux queicies de leurs points.

On restera ici dans le cadre des variétés a caoarbomstante qui sont
également les espaces modeles fondamentaux a gestjuels on construit les
autres objets géométriques. Il s’agit donc de BespeuclidierE", de la sphére
S et de I'espace hyperboligut”, espaces trés bien connus, tant sous I'angle
topologique que métrique. D’'une part, pour allarsplloin, on pourra controler
I'évolution des métrigues en commencant par intirejdudans les directions
principales en chaque point, des dilatations etésies controlées. D’autre
part, pour simplifier, étant donné qu’il n’'y a awneudifficulté de principe a
traiter le cas plus général, on s’en tiendra ict@asiou n = 2.

Les outils seront principalement ici, les diversgzrésentations planes de
la sphere ou de I'espace hyperboligue, notammentlipgermédiaire de la
projection stéréographique qui a deux propriétéle conserve les angles,
envoie conique sur conique. Rappelons égalemer¢ ittiéoreme de Beltrami
selon lequel une surface est a courbure constarde seulement si existe en
chaque point de la surface une application géodésagale sur le plan.

Le théoreme de Thales concerne des rayons lumissug d’'une source,
et donc lI'image dans le plan de géodésiques dpdts physique. Il convient
donc de respecter ce point de départ : quelque’esgiace dans lequel on se
place, on se donne un point source S situé andattion de deux géodeésiques.

5.2.4Théoreme de Thalés local en géométrie sphérique

Sur la sphere, les grands cercles sont les seolebas géodésiques.
Commencons par I'examen d’un cas particulier epirou I'on est en présence
d’'une symétrie. Soient deux grands cercles pagsane pble nord N (et donc
par le pOle sud S), faisant entre eux I'angleOn les coupe par des cercles
situés a l'intersection de la sphere avec des mlghsgonaux a I'axe nord-sud :
on détermine ainsi des triangles sphériques,ANA, isoceles : ils vérifient la
propriété métriqgue angulaire du théoreme de Thahess seulement I'égalité
des proportions de longueurs a la source (cf lesftes données dans le
tableau).
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a deésigne langle ONA

INAJ) = 2(U2 - &)

OiAi=sin (2 a)
I(A;A' )= a sin(28)

I((AiA’)2. =2 cos(q) Arcsin
[2sin (@) sina]

Figure 36

Leurs images SP’; par la projection stéréographique sur le planligdea
au plan équatorial et passant par le pble sudos®gasent des deux droites
issues de S images des deux grands cercles, etadescde centre S, paralleles
entre eux : on a bien ici une bijection entre géaylées issues des sources et
conigues paralléles transversales aux géodésiques.

Par linverse de la projection stéréographique,desites FP’; du plan
sont relevées en cercles passant par les poimtg, l\; de sorte qu’'on obtient
un nouveau triangle sphérique isocele (NIA, qui possede les mémes
propriétés que le précédent. Seuls changent les tgp coniques paralléles et
transverses aux géodésiques, ainsi que les lorgdesrarcs (AA’;).

Supposons maintenant que les droites images dessaymineux dans le
plan se coupent en un point quelconque S’ du mlaférent de S. On ramene
alors ce point en S par une transformation homdggae, les anglo-saxons
utilisent I'expression transformation de MoObius tr@duite par Euler),
équivalente a une rotation de la sphere.

La situation générale est celle ou, dans le plas,ttansversales aux
rayons lumineux ne sont pas perpendiculaires dsketirice de ces derniers.
Par l'inverse de la projection stéréographique, destes se relévent sur la
sphere en deux cercles que nous dirons égalemgaitepes selon la définition
suivante : deux cercles tracés sur la sphere selitmiparalléles s’ils sont
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contenus dans des plans paralléles, ou si l'intese des plans qui les
contiennent est tangente a la sphere.

Dans ces conditions, par la propriété de conforrdigéla projection
stéréographique, seules les propriétés angulaieth@reme de Thales sont
conserveées sur la sphere.

En résumé, sur la sphere, le théoreme de Thalesd padforme suivante :
étant données deux géodésiques se coupant en i triingles de sommet N
définis par deux cercles paralléles vérifient I@édreme de Thalés du point de
vue angulaire. Si, de plus, les triangles sont ées, ils vérifient également
I'égalité des proportions de longueurs a la source.

5.2.5Cas de la_géométrie hyperbolique

Examinons maintenant le cas de la géométrie hghque, de maniere
tres succincte, car le mode de traitement de Iatmuneest exactement le méme
gue celui qui a servi pour traiter le cas sphériqe utilise alors ici le modele
de I'nyperboloide a deux nappes et celui de saeption stéréographique a
partir du pole sud sur le disque plaa contenu dans le plan horizontal passant
par l'origine. Dans le cadre de ce modele, les géodies sont des hyperboles
situées a l'intersection de I'hyperboloide et denglpassant par l'origine ; elles
se projettent sur le disque en des arcs de candlesgonaux a son bord.

En conclusion, il existe bien, pour les trois gétmes, une forme
commune et générale du théoreme de Thales, caséetépar la simple
conservation des angles entre deux triangles phslldont deux c6tés sont
portés par des géodésiques. S’ajoute une proprgigplémentaire de
conservation des rapports des longueurs a la sauard ces triangles sont
isoceles. Dans le seul cas de la géométrie plapayrait I'égalité de proportion
entre tous les c6tés des triangles.

5.2.6Un commentaire succcinct sur ce qui précede

L’artiste qui dessine et peint sur une variété {imuwd’'une) métrique, le
fait selon les propriétés optiques qui regnent ser objet: les parcours
lumineux y suivent des géodésiques. Il est donortapt pour lui de connaitre
le réseau de ces géodésiques sur de telles vaaéitesle pouvoir établir le jeu
des ombres qui donnent I'éclairage et le relief éiésnents du décor, afin de
donner au moins lillusion du respect des propaosio

De la découle la nécessité, pour le mathématitoes de I'examen d’'une
variété meétrique et de sa représentation sur delinade faire apparaitre au
moins partiellement le réseau des géodésiques.
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CHAPITRE I

BREF HISTORIQUE

Seront évoqueées ici, seulement et succinctemerg|ques-unes des
grandes figures qui ont jalonné le développememd gerspective.

On trouvera sur http://www.persee.friweb/revues/home/prescriphetinefr_0223-
4874 1911 num_31_1_7oquelques données sur les prémices de la perspectiv

On doit d’abord a l'architecte romain Vitruve (pner siécle av. J.-C.)
I’écho d’'une premiére théorie de la perspectivide: &urait été peut-étre fondée
par Agatharque, un peintre grec qui, a I'époquérdgedien, créa les décors de
certaines pieces du théatre d’Eschyle (526-456).

«A son exemple [écrit Vitruve], Démocrite et Anaxagécrivirent sur le
sujet ; ils ont enseigné comment on pouvait, d'ointfixe donné pour centre, si
bien imiter la disposition naturelle des lignes gsortent des yeux en
s’élargissant, qu’on parvenait a faire illusion atreprésenter sur la scéene de
véritables édifices qui, peints sur une surfacdtdret unie, paraissent les uns,
pres, Ieg autres éloignegraduction de I'historien des mathématiques Réari
Ecke] ».

8 Ci-aprés le méme passage dans la traduction di¢ we Vitruve par Jean Martin:
« Architecture, ou Art de bien bastie Marc Vitruve Pollion ,... mis de latin en frays par
Jan Martin,... pour le roy tres chrestien Henry édité pad. Gazeau a Paris en 1547.

celte matiere plus fertile,& ma diction plus copieute. Farquoy (dire)en taylant Pauoys
deces Autheurs,ioze bien prendre lahardieflede laiffer fortir ces miens labeurs en
lumiere,ainfi comme celluy qui a eu francaller & franc veniren leurs poffeffions, ou
ieme fusis fourny des chofes quim'ont {emblé conuenables a mon intention, & par
ouiay cu les adrefles pour ne fouruoyer en cefte Campagne, en laquellei‘ay faict cé-
me Agatharchus,lequel ala fuafion d’Efchylus fon precepteur, cGmencea J;uit tous
en Athenes,a conuertir [a Tragedie en Scene, laiflantaux fucceffeursles moyens de
faire comme luy : telement que Democrite & Anaxagoras fe trouuans ftimulez de
fuyure cefteroute,elcrivirenten mefme ftile lapractique de Perfpeciue, donnanta
entendre comment il faule par raifon naturele,eftant conftitué va centre, y faire cor-
refpidre toutes lignes procedantes du poinét dela veue,felon laporteede fes rayés:
& cepour &afin qucl::iplattc pain&are appliquee pour ornemét auxScenes, repre-
fentaft des apparences de baftimens releucz:& quecertains trai&z miz en ﬁlpcrﬁiics
plaines,femblaffent les vns approcher,& lesautres fe reculer.
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Les traités d’Anaxagore (500-428) et de son Imllssuccesseur
Démocrite (460-370) sont aujourd’hui perdus. Maasss aucun doute ont-ils
contribué a maintenir un savoir-faire transmis daitras a éleves comme en
témoigne cette image de la célebre mosaique proveeda Maison du Faune a
Pompéi, et représentant Alexandre et Darius athillead’Issos (333 av. J.-C.)
remportée par Alexandre.

Alexandre et Darius a la bataille d’lssos, Musée ddaples

Image 14

Cette page de Vitruve ou apparaissent a nouvilastrés par la derniéere
figure, les termes de « Perspective » et de « Eenfile perspective], confirme
le savoir au moins technique des Anciens dansriadee des arts plastiques :
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DE VITRVVE

Quantité eltvn effect couenantala grandeur & largeur detout le corps de l"?“‘
ure;8a toutes les partichlaritqz des membr.csa . ) »

' Difpoﬁtion et ynebéne & raifonnable collocatid d'iceulx n?cbres,. & vn moy
vidonne graceasoute qualitédonurage.Les efpecesdecefte difpofition, q;in_ font

; jid;cs en Gree Idéesfontcelles dont lesnoms enfuyuér, Ichnographie, Orthogra-
) raphie. ‘ , s . .
P}-li?h:l::;agphge donques eft ['vlageou Ira&lqu,e delaregle 8du compas,parla-
qﬁeﬂc onfai&furle planoute mﬂae les deferiptids & lineamens des platees formes.

DEEEERAEEE
R hRanRRERE

,- . Ortographie cﬁ Iﬁ reprefs cnm-ioll:.l de li ﬁgu rel ou r.eli&'cin i:aﬁimem, pourdemd-
ftrerquel & comment il doit eftre. .

" Puis Scenographie eft'adumbration ou renfondrement aucc la racourcnﬂ'g te d.u

front & des coftez d'vn Edifice, faicte par lignes quircfpondenttoutesa vn Centre

& ccla e nomme communement Perfpetive. . il )
Toutesces efpeces naiffent dela vertu Imaginative & delinuétion defhomma.

Source gallica.bnf.fr / Bibliothéque nationale de France
On retrouve la trace de la méthode évoquée pauwdtdans tous les
traités d'optique grecs, celui d’Euclide en patiey et postérieurs, comme
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celui du mathématicien et physicien irakien AlhaZda®™ siécle), dont la
traduction latine au 4°siécle eut une grande influence.

Si, pour donner de l'importance a ses personnagi@geux, I'époque
byzantine utilise un procédé de perspective «rse/e

a gauche, perspective « directe », a droite persgpe « inverse »
Extrait de http://en.wikipedia.org/wiki/File:Reverse perspectve.svg

Image 15

de celui qui sera développé plus tard, les artdtedMoyen Age ne s’attachent
guere aux effets de perspective. lls apparaissenefois vers la fin de cette
époque. Les historiens de l'art font valoir I'ceuwii®@mbrogio Lorenzetti
(Sienne, vers 1290 - Sienne, 9 juin 1348) qui nsaitrla perspective dans ses
paysages. On notera qu’il était aussi un cartograpbuté : I'art et la science
mathématique marquaient sans doute leur retroavaill

Pas davantage que Lorenzetti, I'architecte etniegé florentin Filippo
Brunelleschi (1377-1446) n’a pas laissé de tracei$e8 révelant ses procédés,
C’était encore une époque ou les savoirs se trdteem@ verbalement.
Pratiguant des expériences d’optique, créateureeatitres du déme de la
cathédrale de Florence et du Baptistere San Gigvanrsait qu’il fit une petite
peinture de ce dernier, et la présenta a une atlio@rale sorte qu’elle ne put
guere faire de différence entre ce gu’elle voyaitdtte peinture et du baptistére
lui-méme.

Le Baptistére de San Giovanni

Image 16
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Bruneschelli eut comme éléve Masaccio (1401-14@8) produisit
I'année de sa mort dans des conditions inconnues @aivre caractérisée par un
point de fuite central :

Masaccio (1428)
Extrait de http://fr.wikipedia.org/wiki/Perspective (représentation)

Image 17

On sait aussi que Brunelleschi travailla de coresavec Leone Battista
Alberti (1404-72), également homme accompli endsues disciplinest qui
publia en 1435, dédié a Filippo Brunelleschi, lerpier traité sur la perspective
Della pittura. On peut le lire sur :

http://it.wikisource.org/wiki/Della pittura

Dans ce traité, Alberti n’envisage que le poinfute central.

Piero della Francesca (ou encore Pietro Borghgls&)2 (ou 1420 -
1492 rédige dans les années 1470 son t@aaéprospectiva Pingendiresté a
I'état de manuscrit jusqu’en 1899, mais lu par jglus de ses contemporains, ce
traité et I'enseignement de della Francesca ewmrattres grande influence.
L’'auteur y développe et étend les constructionslliBAi en les justifiant. Le
point de fuite n’est plus nécessairement centraljxdpoints de fuite sont

50



envisageés. Luca Pacioli, 'auteur de I'ouvrage nerd ouvrages mathématiques
dont le célébreDivina Proportiong(1508), pendant un temps compagnon
d’Alberti®, fut notamment éléve de Piero, au moins & tras@msouvrage.

Un tableau célebre de Jacopo di Barbari (1440-1&fi¥ésente Luca, qui
aurait pu rencontrer Albrecth Durer (1471-1528).idMan attribue plutdt a
Jacopo le fait d’avoir initié a la théorie des pdjns et a la perspective Durer,
lorsque celui-ci se rend pour la premiere fois &@fied en 1494. Son traité de
1525, repris dans le texte posthume de 138&ymmetria... and Underweysung
der Messung mit dem Zirkel und Richtsohag contient pas de démonstrations
mathématiques, mais beaucoup de constructions hesivalont certaines
préfigurent celles que développera Monge dans é&arithde la représentation
des surfaces selon deux plans de projection.

Durer a sans doute pu lire le traité de Jean iReléit le Viator (1445-
1524), secrétaire de Louis XI et auteur en 1505tmité De Artificiali
Perspectivaqui introduisit pour la premiére fois, au débutstde chapitre I, la

notion de « point de distance » que I'on voitlsuiac-similé ci-dessous :
(cf http://architectura.cesr.univ-tours.fr/Traite/ImadBHA-12R52Index.asp

® « Je ne puis comprendre, mes trés chers, éatit-thapitre VIII de son premier livre, que notrenpatriote le
florentin Leon Battista degli Alberti avec lequall temps du Pontife Paolo Barbo de Venise, je deanele
nombreux mois dans I'’Alma Roma, habitant avec dains son propre domicile, ou il me traita toujoavec
grande libéralité, et qui certainement a été unrherde trés grande perspicacité et de trés grarmdr savbelles
lettres et en rhétorique, comme en témoigne leopdeur de son dire dans son ouvrage De Architectura

1 Luca termine le chapitre XIX par cet éloge: «.t. oeci est illustré clairement, pour les sciences
mathématiques, par celui qui fut en notre temdleverain incontesté de la peinture et de 'archire., Maitre
Piero della Francesca. Ce dernier oeuvra avecisgegu aussi longtemps qu'il le put, peignant ade et sur
bois, a I'huile et a la détrempe, comme nous posMenvoir a Urbino, Bologne, Ferrare, Rimini, Anegret
dans notre région, surtout dans la ville d’Arezeq, la grande chapelle du maitre autel [de I'Egfsent-
Francois], ceuvre qui est une des plus belles @l hautement louée par tous. Il composa audsireede la
perspective qui se trouve dans la trés riche hitwbigue de notre Trés lllustre Duc d’'Urbino. Faitessorte de
suivre son exemple. »
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| © Institut national d’histoire de I'art

Le traité que Leonardo da Vinci (1452-1519) a eons a la peinture est
célebre. Luca Pacioli en fait état en 1498. Unesivarde I'ceuvre sera publiée a
Paris, en 1651 seulement et pour la premiére fome copie de ce traité se
trouve dans la bibliotheque vaticane ; elle a seérvia préparation de la
publication ci-apres :

http://www.liberliber.it/biblioteca/l/leonardo/tr@to _della_pittura/html/index.htm
ainsi gu’a celle faite en 1977 par I'éditeur frasgkean de Bonnot [26].

Dans ce magnifique traité qui conserve toute sleuvaaujourd’hui,
Leonard affirme la primauté des mathématiques. tBetes premieres lignes
sont consacrées a la présentation de la géomdtrie.énonce notamment
I'équivalence de la partie au tout en présence 'iddéinlté. Plus loin, au
paragraphe 45, il énonce que «Le jeune [futur tpeindoit tout d’abord
apprendre la perspective. » |l qualifiera cettespective de « linéaire » au
paragraphe 370, par référence aux considératian&tablissent et qui portent
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sur les « lignes ». Supposant acquises les coamaiss de la perspective, le
traité ne donne pas de démonstrations comme |d’'denarage qui va suivre et

gue Léonard a di connaitre, mais des directiveBgpes touchant tous les
aspects de la « science de la peinture » gqu'ilaitetti premier rang, mais apres
les mathématiques..

Le perspective au sens de Léonard ne se contestedyp seul dessin
géométrique. Elle comprend aussi par exemple |&talgs ombres, une
préoccupation que I'on retrouve dans le traité dmlds de Caus (1576-1626)
surLa perspective avec la raison des ombres et mirthB42.

Né en 1545, mort en 1607, Guidobaldo del Montegémeur et
mathématicien, et dont le trait®lechanicorum Libereut une trés grande
influence, publia en 160@erspectivae libri sex un ouvrage savant de 311
pages contenant de nombreuses démonstrations gi#Epegt précisant
notamment les points de fuite secondaires assa@uigsdivers faisceaux de
rayons paralléles frappant le tableau. Il étudeda&gent les ombres au flambeau
d’'une sphére sur un plan.

Pour avoir jeté les bases de ce qui sera appak tptd la géométrie
projective, Girard Desargues (1591-1661), arcletesdt ingénieur, est parfois
considéré comme le premier géométre de son sieeleontenu duBrouillon
project d'une atteinte aux évenements des rencerdre cone avec un plan

(1639)
(cf http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k105071b/f1age.pagination

ou apparaissent par exemple les droites de I'iiriinvolution, tous éléments
de I'étude moderne des coniques, et les énoncésb4ig sur les triangles en
perspective et la conservation du birapport, caresti des éléments essentiels
de son apport aux mathématiques.

Desargues eut en particulier deux éleves : BRasral (1623-1662) dont
le traité sur les coniques, prolongeant un lgfay pour les coniquee 1640,
est malheureusement perdu, et Abraham Bosse (1&08);1graveur, qui se fit
I'ardent défenseur des conceptions de Desarguegxpaple dans IManiere
universelle de M. des Argues pour pratiquer la pecsive par petit-pied comme
le géométral(1648), ou figurent les résultats de Desarguedesutriangles en
perspective et sur la conservation du birapport.

La théorie mathématique de la perspective conmuenouvellement avec
la publication en 1752 deHssai sur la perspectivde Jean-Henri Lambert
(1728-1777) qui deviendra membre de I’Académie Roges Sciences et des
Belles Lettres de Berlin. Lambert introduit dans) ssssai la représentation
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analytique des points et des segments conduisaxt f@aunules utilisées
aujourd’hui.

L'ceuvre de Gaspard Monge (1746-1818) dans le dwmmale la
perspective mathématique va bien au-dela de cellesat prédécesseurs. |l
s’intéresse a la représentation d'objets quelconqdent la surface est
parfaitement définie, et qui peuvent s’interpémnét@ette représentation est
obtenue a partir de vues simultanées de dessies glan du sol et de face sur le
plan frontal. Des ensembles de sections par des plaralléles au plan du sol et
relevées sur le plan frontal permettent de prédeseparticularités des surfaces
et de leurs intersections. Pour les objets défirathématiquement, il fait appel
a toutes les données de l'algébre et de I'analgse préciser leurs intersections
et leurs projections. Enfin, il ne manque pas d#é&r’esser aux ombres portéees,
engendrées par des faisceaux lumineux coniqueylmdmrques. On notera la
simultanéité des dates de parution de la premidito® de son traité de
Géométrie descriptivel’'une part, et de sd=euilles d’Analyse appliquée a la
Géométried’autre part : 1795.

Monge, professeur a [I'Ecole Polytechnique, formes Inombreux
géometres de I'école francaise du début disiEle, comme par exemple Jean-
Victor Poncelet qui introduisit formellement la gééirie projective dans son
grandTraité sur les Propriétés projectives des figufe822).
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