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Chapitre 1

Bonjour Monsieur le Prince

Il y avait une fois, dans le lointain pays ensoleill�e, au-del�a des mers bleut�ees et des
oc�eans apais�es, un jeune kangourou tout souriant dont le n�ud papillon rouge se d�etachait
sur l'habit jaune qu'il portait. Il �etait prince des kangourous et aimait voyager.

A l'aurore il se levait, faisait ses ablutions et partait. Il aimait suivre les trajets que son
ami le soleil �eclairait. Sa route �etait celle des rayons lumineux qui le rendaient si joyeux.
Il allait droit avec eux, tout en sautant, parfaitement heureux.

Tout en sautant, il comptait et riait. Il s'amusait. < Regarde, Soleil, disait-il : je fais
deux petits sauts, tu vois, l'un apr�es l'autre. Eh bien regarde encore, je sais faire un plus
grand saut en arri�ere qui me ram�ene �a mon point de d�epart !>

Les kangourous ses sujets, qui sur son passage l'observaient, n'en croyaient pas leurs
yeux. N'�etait-il pas le seul, l'unique, capable de sauter en avant puis de sauter en arri�ere, il
�etait merveilleux ! Et un original : dormant la nuit alors que parents et autres kangourous
dormaient le jour !

Le Soleil, son ami, sur son ordinateur tout neuf, relatait ces hauts faits. Pour être bref,
n'�etait-il pas tr�es occup�e, et comme il ne savait pas tr�es bien dessiner, repr�esentait son
kangourou en train de faire un petit saut par un dessin tr�es particulier. Ce dessin, le voici :
1. Soleil disait qu'il s'agissait l�a d'un chi�re, ou encore d'un symbole, et l'appelait tout
simplement< un >.

De nos jours, tous les petits enfants savent que le dessin 1 est une repr�esentation de
quelque chose, en particulier du prince des kangourous en train de faire un petit saut.

Notre kangourou faisait donc un petit saut 1 suivi dun autre petit saut 1, puis un
grand saut en arri�ere qui le ramenait �a son point de d�epart. Ce grand saut, le Soleil le
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6 CHAPITRE 1. BONJOUR MONSIEUR LE PRINCE

repr�esenta par un autre dessin, le chi�re 2. En même temps qu'il faisait le dessin de ce
chi�re, Soleil pronon�ca < deux>. Deux d�esigne ce dessin, ce chi�re 2.

Comme ce grand saut se faisait merveilleusement en arri�ere, pour le distinguer des pe-
tits sauts pr�ec�edents qui se faisaient vers l'avant, Soleil �t pr�ec�eder le chi�re 2 d'un autre
petit dessin signi�ant en arri�ere, que voici : � . Il appela ce nouveau symbole< moins>.
Voil�a : � 2 repr�esente un grand saut vers l'arri�ere.

Apr�es être revenu �a son point de d�epart, notre jeune kangourou, en grande forme, �t
�a nouveau un grand saut, un peu comme celui de tout �a l'heure, mais cette fois-ci vers
l'avant. Soleil le nota tout simplement 2.

Nous devons ici arrêter un moment notre histoire, car le t�el�ephone sonnant, Soleil dut
quitter son ordinateur.



Chapitre 2

Les dessins du Soleil

Lorsqu'il revint devant son ordinateur, Soleil vit le prince des kangourous en train de
faire des sauts sur place. Il n'avan�cait pas, il ne reculait pas. Il riait.

Soleil nota par le dessin-chi�re 0 le saut sur place, ou encore l'absence d'avanc�ee ou
de recul accompagnant le saut sur place. Il appela ce chi�re< z�ero >.

Puis Kangourou �t encore un petit saut suivi encore d'un autre petit saut.

Pour repr�esenter la succession des deux petits sauts, Soleil chau�a davantage et des-
sina encore un autre symbole, une petite croix, + , qu'il d�enomma< plus >. De sorte qu'il
repr�esenta :

- un saut sur place suivi par un saut sur place par le dessin :

0 + 0

- un petit saut suivi d'un petit saut par le dessin :

1 + 1

- un petit saut suivi d'un petit saut, suivi d'un grand saut en arri�ere par le dessin :

1 + 1 + ( � 2)

Ce qui fait aussi que notre petit kangourou est merveilleux, c'est qu'il est infatigable,
mais vraiment infatigable. Il est capable de faire des sauts, sur place ou non, sans s'arrêter.

Il peut sauter comme :
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8 CHAPITRE 2. LES DESSINS DU SOLEIL

0 + 0 + 0 + 0 + ::: + 1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 1 + ::: + 2 + 2 + 0 + 1 + ( � 2) + ( � 2) + 1 + :::+

et cela sans �n. Même Soleil est �ebloui !

Quand on dit plus, on fait une addition. Quand on dit moins, on fait une soustraction.
On peut faire des additions et des soustractions sans �n.

Que tout ceci est fatigant ! Arrêtons-nous un peu avec notre ami le kangourou. Il y a
justement sur notre route une marchande de glaces : allons nous rafrâ�chir ! Que pr�ef�erez-
vous : blanc, rose, vanille, chocolat ?



Chapitre 3

Le soleil se repose

Retournons-vite voir Kangourou. Tiens, il saute sur place, 0, et donc n'avance pas.
Cela donne id�ee : pourquoi ne pourrait-on pas dire que le dessin-chi�re 0 repr�esente

aussi la longueur du chemin parcouru par le kangourou quand il saute sur place ? Puisque,
quand il saute deux fois �a la suite sur place (0 + 0), il reste sur place, 0, on peut dire que
(0 + 0) est comme 0.

De la même fa�con : quand il fait un petit saut, 1, il franchit un chemin d'une longueur
d�etermin�ee. Ne pourrait-on pas dire que 1 repr�esente la longueur du chemin attach�e �a ce
saut ? Plus g�en�eralement ne pourrait-on pas dire que 2 repr�esente aussi la longueur du
chemin attach�e �a un grand saut ?

Et comme apr�es avoir fait deux petits sauts cons�ecutifs (1 + 1), Kangourou revient �a
son point de d�epart par un grand saut en arri�ere, ne peut-on pas dire que 1 + 1� 2 est
comme 0, et puisque 1 + 1 est comme 2, que 2� 2 est comme 0 ?

Soleil ne dit pas comme, il dit< �egal >. Egal c'est vraiment comme, c'est tout �a fait
comme. Et pour repr�esenter< �egal >, il a fabriqu�e le symbole =.

Ainsi, dans son langage sur l'ordinateur, Soleil �ecrit, pour repr�esenter �a la fois les sauts
et les d�eplacements de son ami Kangourou :

0 + 0 = 0, 1 + 1 = 2, 1 + 1 � 2 = 0, 2 � 2 = 0

Mais voil�a que le t�el�ephone sonne �a nouveau ! Le soleil nous quitte, le ciel devient plus
gris. Va-t-il pleuvoir, va-t-il faire nuit ?

Chut, avant de nous reposer, r�e
�echissons un peu.
Au fond, qu'a fait le soleil jusqu'�a pr�esent ? Envoyer de beaux rayons, et faire, comme
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10 CHAPITRE 3. LE SOLEIL SE REPOSE

tous les objets de la nature, des repr�esentations de ce qui l'int�eresse.
Qu'est-ce qu'une repr�esentation : un dessin, une sculpture, un tableau, une image

comme celle qui se cr�ee en nous quand on regarde une poup�ee, une voiture, le chat. La
repr�esentation n'est pas en g�en�eral identique �a l'objet observ�e : le dessin 1 n'est pas
le petit saut du kangourou ; ce que nous voyons de la voiture, cette image mentale qui
en est la repr�esentation, ne nous montre qu'une faible partie de l'objet et de ses propri�et�es.

O�u Kangourou irait-il, comment se nourrirait-il s'il �etait totalement aveugle, s'il ne
pouvait voir o�u se trouve sa nourriture, si donc ne s'�etait pas cr�e�ee dans sa tête une
repr�esentation de son environnement grâce �a laquelle il pourra maintenir sa stabilit�e dans
l'espace, et �a travers le temps ?

Il est temps d'aller dormir, et de faire, comme le prince des kangourous, de beaux rêves
o�u l'on voit dans un ciel tout jaune, voler dans tous les sens, un �etrange papillon rouge !



Chapitre 4

Madame Proxima avait t�el�ephon�e

Coucou, Soleil !
C'est sa voisine imm�ediate qui lui avait t�el�ephon�e. Soleil a des voisins et des voisines ?

Mais oui, la plus proche s'appelle Madame Proxima Centaure. Quand vous entendez cen-
taure, vous pouvez croire que Madame Proxima, c'est son pr�enom, est une personne af-
freuse parce qu'elle a cent torts, ou au contraire que c'est une personne id�eale car elle est
sans d�efaut, sans tort. Mais ce nest pas �ca du tout. Certains pr�etendent qu'elle s'appelle
Centaure parce que son p�ere ou son mari, on ne sait pas trop, avait la force d'un taureau
et l'intelligence des hommes, tout comme ces animaux fabuleux dont les Grecs anciens
nous ont laiss�es des sculptures. D'autres en�n �ecrivent Centores pour son nom de famille.
Allez savoir ! Les recherches sont en cours pour trouver l'exacte v�erit�e...

Madame Proxima s'inqui�etait de la sant�e de Monsieur Soleil. Il avait chaud et, surtout
le soir, l'on voyait sur son visage tout rond devenu rubicond, des �eruptions. Il n'y avait
en fait aucune inqui�etude �a avoir pour l'instant. Les �eruptions, �ca lui arrive de temps en
temps, il est coutumier du fait, elles font partie de sa constitution< physiologique>. Ma-
dame Proxima le savait bien, mais elle avait trouv�e l�a un beau pr�etexte pour t�el�ephoner
�a son voisin Soleil.

Apr�es les politesses d'usage portant notamment et bien sûr sur sa sant�e, Madame
Proxima lui posa la question :

< Alors, puisque tout va bien, que faites-vous en ce moment ?

- Comme vous me l'avez aimablement dit, je renais chaque jour, je suis comme les
hommes de la Renaissance, qui, il y a cinq cent ans, pensaient que l'�il �emettait des
rayons leur permettant de voir. J'observe en ce moment mon ami le jeune prince des
kangourous. Il se d�eplace le long de l'un de mes rayons rectilignes, qu'entre nous nous
appelons une droite. Il va d'un point �a un autre, toujours joyeux, parfois en avant, parfois
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12 CHAPITRE 4. MADAME PROXIMA AVAIT T �EL �EPHON�E

en arri�ere, on le voit rire, il fait en somme ces d�eplacements, qu'entre nous, nous appelons
des translations.

- Ces d�eplacements, ces translations, les fait-il rapidement, ou pr�ef�ere-t-il se pr�elasser
et courir aussi vite que la tortue ?

- Aujourd'hui, ma ch�ere Proxima, je ne m'en pr�eoccupe pas. J'ai une toute autre id�ee
en tête : raconter �a tous les petits amis de notre kangourou merveilleux des histoires �eton-
nantes sur, ce qu'entre nous, nous appelons les nombres.

- Oh, que vous avez raison, et que j'aimerais bien, moi aussi, entendre ces histoires en
compagnie de tous ces petits amis. Mais voyez-vous j'habite quand même un peu loin de
vous !

- Ne vous inqui�etez pas Proxima. Aujourd'hui avec Internet, nous pouvons faire bien
des choses. Bon, je vais d'abord leur dire ce que sont ces choses, qu'entre nous, nous
appelons les nombres. A bientôt Proxima, et portez-vous bien !>



Chapitre 5

Les glissades de Sphalos

Soleil reposa le t�el�ephone. Il s'�etira, tendant en l'air bras et jambes, �t mine de bâiller,
�emit un grognement, puis d'un coup relâcha tous ses muscles, les bras et les jambes tom-
b�erent, il �etait d�etendu.

Il marmonna, presque en rêvant :
- Oui les nombres sont des êtres imaginaires, que l'on ne voit pas, qu'on ne peut pas
toucher, qu'on dit abstraits, mais que l'on connâ�t par leurs repr�esentations.

On les connâ�t, on les connâ�t, c'est vite dit. On connâ�t beaucoup de choses sur eux,
mais pas tout. Peut-être m'aiderez-vous �a connâ�tre ce qu'on ne connâ�t pas encore ! ?
Vous le voulez, oui ? Bravo ! Mais d'abord, que savons-nous sur eux ?

Les amis de kangourou se regard�erent, l'�il presque �xe, le regard presque �etonn�e, le
sourcil en accent circon
exe ! Qu'est-ce qu'un nombre, voil�a bien une question di�cile !

Soleil sourit. Il pensait que les hommes, souvent par manque de vocabulaire, ou d'ima-
gination, ou par quelque forme de lassitude, appelaient parfois n'importe quoi avec n'im-
porte quoi. Il savait aussi que les êtres abstraits, ne sont pas si abstraits que �ca, ils peuvent
être un peu comme les êtres vivants, �evoluer, changer, se modi�er.

Soleil se d�ecida en�n �a parler :
- Un nombre repr�esente une transformation, le mouvement qui l'accompagne, et un nombre
est lui-même repr�esent�e par des chi�res.

Les amis du kangourou se regard�erent �a nouveau. Ils avaient l'impression qu'en une
phrase, Soleil avait dit beaucoup de choses, un peu trop pour la premi�ere fois. Ils �eprou-
vaient le besoin d'explications compl�ementaires, d'exemples qui leur seraient accessibles,
qui les convaincraient du bien-fond�e du propos entendu.
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14 CHAPITRE 5. LES GLISSADES DE SPHALOS

Le regard rayonnant et per�cant, mais aussi caressant du Soleil, se posa sur les visages
attentifs, Soleil voyait leur attente.

- Faites d'abord venir, leur dit-il, Sphalos, votre champion, le roi des patineurs, et
demandez-lui de glisser sur le rayon, sur la droite lumineuse, en compagnie de votre
prince. Il partira au moment même o�u votre prince quittera le sol, et arrivera au même
instant au point o�u le prince touchera le sol.

La glisse de Sphalos de A vers B s'appelle unetranslation. Elle est comme un saut du
prince, qui va �egalement de A en B. Ce mot, comme, est important. Il dit ici qu'�a tout
mouvement de Kangourou, correspond un mouvement de Sphalos. Il dit aussi qu'�a tout
mouvement de Sphalos correspond un mouvement de Kangourou. Les mouvements ne
sont pas les mêmes, mais ils conduisent �a des r�esultats identiques en mati�ere de position
initiale et �nale - les savants disent que, de ce point de vue, il y a bijection entre ces deux
ensembles de mouvements. On peut donc les repr�esenter de la même fa�con, par des chi�res !

Êtes-vous d'accord, mes amis ?



Chapitre 6

Un merveilleux canard

Sphalos et Kangourou �etaient tr�es copains. On les aurait même crus jumeaux car ils
portaient les mêmes couleurs, jaune pour Kangourou, et jaune pour Sphalos le canard,
car je ne vous l'avais pas dit, Sphalos est bien un canard ! Les deux comp�eres faisaient
tout pareillement : quand l'un sautait, l'autre glissait. Quand l'un glissait, l'autre sautait.

Et puis �egalement, ils �etaient aussi merveilleux, l'un que l'autre.
- Quand l'un sautait sur place, l'autre ne glissait pas (0) : une translation nulle disaient-
ils !
- L'un comme l'autre pouvaient ne pas s'arrêter, de sauter ou de glisser.
- Ils pouvaient, l'un comme l'autre, faire un mouvement vers l'avant, puis accomplir le
mouvement sym�etrique, celui vers l'arri�ere, qui les ramenait �a leur point de d�epart.

Et ce n'est pas tout, comme vous l'allez voir :
Sphalos �etait capable de faire d'immenses glissades, Kangourou de faire d'immenses sauts,
l'un comme l'autre encore plus immenses qu'immenses, des glissades et des sauts dont vous
n'avez pas id�ee. On les disait in�nis, ce que Soleil repr�esentait par ce dessin, par ce sym-
bole : 1 , appel�e donc le symbole de l'in�ni.

Ainsi, Sphalos et Kangourou �etaient deux personnages fabuleux qui se ressemblaient
beaucoup, et pourtant ils n'�etaient pas jumeaux, puisque l'un �etait canard et l'autre Kan-
gourou ! Mais �a l'�evidence, ils partageaient de lointains ancêtres !

Mais alors, comment faisait donc Soleil pour repr�esenter par des chi�res cette immen-
sit�e de sauts et de glissades, de translations di��erentes ?

Soleil ne gardait pas ses secrets, comme le faisaient il y a bien bien longtemps, bien
avant le Pr�esident de la R�epublique, Louis XIV et Jules C�esar, les prêtres et savants
�egyptiens qui construisirent les grandes pyramides ! Bien sûr, il lui fallut de nombreuses
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16 CHAPITRE 6. UN MERVEILLEUX CANARD

ann�ees, des ann�ees et des ann�ees avant qu'il ne parvint �a fabriquer le syst�eme facile de
repr�esentation que tous les hommes d'aujourd'hui emploient.

Le voici :
Kangourou et Sphalos savent accomplir n'importe quelle translation, que ce soit par

des sauts ou des glissades.

Soleil note alors le saut repr�esent�e par :

1 + 1 + 1 = 1 + 2 = 2 + 1 par le dessin-chi�re 3 (trois)
1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 3 = 3 + 1 par le dessin-chi�re 4

(quatre)
1 + 4 = 4 + 1 par le chi�re 5 (cinq comme les doigts dune main),

5 + 1 = 1 + 5 par le chi�re 6 (six),
6 + 1 = 1 + 6 par le chi�re 7 (sept),
7 + 1 = 1 + 7 par le chi�re 8 (huit),
8 + 1 = 1 + 8 par le chi�re 9 (neuf).

Soleil �t une pause. Un rien de fatigue se lisait sur les visages de ses amis. Toutes ces
nouveaut�es leur avaient donn�e le tournis. Quelques-uns tournaient la tête vers la droite,
d'autres vers la gauche, d'autres encore vers le bas, et certains même levaient les yeux
vers le haut. Plus personne vers l'avant, et bien sûr, ils n'�etaient pas merveilleux, aucun
vers l'arri�ere. Les sourires s'�etaient e�ac�es.

Il �etait temps de se reposer. Penser �a plus de deux choses �a la fois est impossible, alors
que, parfois, penser �a une seule chose, devient p�enible. Cette avalanche de chi�res in�edits
�etait devenue �etou�ante.

En quelques jours, on avait appris ce qu'�etait une repr�esentation, on avait compris
qu'elle �etait vitale pour nous, on avait appris ce qu'�etait un nombre, rencontr�e les mouve-
ments de translation, la mani�ere de repr�esenter les plus courants par des dessins appel�es
chi�res, symboles, il y en a toute une kyrielle, d�ecouvert le mot sym�etrique, mais �a quoi
servait-il d'ailleurs ?

Nous sommes arriv�es en �n du chapitre 6, six comme samedi, le sixi�eme jour de la
semaine. On ferme. Demain c'est dimanche, on pourra bien dormir, jouer tous ensemble,
toute la journ�ee ! Et l'on vit les sourires s'a�cher �a nouveau sur les visages �eclair�es de nos
petits amis.



Chapitre 7

Des nombres �a n'en plus �nir

Dimanche �etait pass�e. Ils avaient bien dormi. Dans les têtes, tout s'�etait mis en place,
bien mis en place. Ajouter un �a chaque pas, cr�eer alors un nouveau chi�re et lui donner
un nom est un m�ecanisme tout simple, et naturel. Quand Kangourou mangeait des cerises
bien rouges, il les prenaient toujours de la même fa�con, l'une apr�es l'autre, les mangeait
une par une, et empilait les noyaux, l'un apr�es l'autre, en un joli tas qu'il arrangeait de
ses doigts. Cette addition successive et sans cesse renouvel�ee est la caract�eristique d'un
ph�enom�ene si stable qu'il peut se r�ep�eter sans �n. Et ce qui est stable �eveille en nous un
sentiment de s�ecurit�e, de con�ance en l'avenir, qui nous rend joyeux, que nous exprimons
par la joie.

Aussi, lorsque tous les petits amis rencontr�erent �a nouveau Soleil, ils s'empress�erent
de lui demander quel �etait le chi�re qui venait apr�es 9.

Soleil r�epondit :
- Ah, Ah, Ah ! Voyez-vous mes amis, ce qui est remarquable, est que les seuls dix chi�res
que vous connaissez :

0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9

vont su�re, vont permettre de repr�esenter toute une immensit�e de nombres, appel�es des
nombres entiers.

Ce fut bouche b�ee et incr�edule qu'on regarda Soleil. Un large et chaleureux sourire se
dessina sur son visage tout rond, �a la vue de tous ces petits regards subitemment �etonn�es.

Eh oui ! Avec ces seuls chi�res 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; nous allons pouvoir repr�esenter
une in�nit�e de nombres. On dira donc qu'ils forment la base de la repr�esentation, et que
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18 CHAPITRE 7. DES NOMBRES �A N'EN PLUS FINIR

chacun d'eux est une unit�e de la base.

Mais passons. Voyez comme vous êtes puissants. Vous allez être, chacun de vous, ca-
pable de cr�eer une in�nit�e de nombres, quelque chose de grand comme l'univers ! Nest-ce
pas admirable ? Ces quelques chi�res sont comme les doigts des mains qui permettent de
fa�conner le monde ! Et il y en a autant que les doigts des deux mains !

On peut donc dessiner les doigts des mains, en faire une repr�esentation �a l'aide de ces
seuls chi�res ! Soit !

Mais comme 0 est le mouvement nul, on ne peut rien construire avec lui, il repr�esente
en quelque sorte l'absence de doigt qui, lui, peut remuer, nous allons donc l'oublier un
instant.

En commen�cant par la main gauche, mais on pourrait tout aussi bien commencer par
la main droite, nous repr�esentons par 1 le pouce, par 2 l'index, etc... , par 5 l'auriculaire,
nous continuons par 6 qui repr�esente le pouce de la main droite, etc... par 9 l'annulaire, et
il reste l'auriculaire de la main droite qui n'a pas de dessin pour le repr�esenter, et qu'on
appelle le dixi�eme doigt des deux mains.

Ainsi neuf plus un �egale dix, mais quel dessin va repr�esenter dix ?

Il a fallu beaucoup de temps, des ann�ees et des ann�ees, et encore des ann�ees pour voir
comment �etaient organis�es les nombres et donc pour trouver le bon dessin. On ne pouvait
quand même pas cr�eer un nouveau dessin di��erent de tous les autres pour repr�esenter
chacun de ces nombres alors qu'il y en a une in�nit�e !

On a �ni par comprendre que les nombres pouvaient se grouper en paquets semblables,
qu'il y avait un m�ecanisme stable, un ph�enom�ene de r�ep�etition qui pr�esidait �a leur orga-
nisation.

Chaque doigt de la main repr�esente un paquet de une unit�e. Les deux mains r�eunies
forment un paquet de dix doigts. On pourra toujours fabriquer un autre paquet de même
taille, l'additionner au premier, et recommencer ce processus.

Avec dix doigts, on fabrique un paquet d'une dizaine. Avec dix dizaines, on va fa-
briquer un paquet qu'on appellera une centaine. Avec dix centaines, on fabriquera un
nouveau paquet qu'on appellera un millier, etc.

On part donc des unit�es que l'on consid�ere d'abord une par une :

0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9.

Leur ensemble forme un paquet d'une dizaine d'unit�es, la dizaine de base qu'on aurait pu
noter par :
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0(0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9)

Les dizaines suivantes et successives vont être repr�esent�ees dans cet ordre par :

1(0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9) ou encore 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19
2(0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9) ou encore 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27; 28; 29

...
9(0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9) ou encore 90; 91; 92; 93; 94; 95; 96; 97; 98; 99

On lit sur cette pr�esentation le dessin repr�esentant le nombre dix. Il est form�e par les
deux chi�res 0 et 1, le chi�re de droite associ�e �a la d�esignation d'unit�e de base, ici 0, le
chi�re de gauche associ�e �a la d�esignation d'une dizaine, ici 1. On �ecrit donc (en�n !) :

1 + 9 = 9 + 1 = 10

Par ajouts successifs de 1, on restera dans la même dizaine tant qu'on ne d�epassera
pas l'ajout de 9 unit�es de base.

Par abus de langage et par tradition, on appellera quelquefois et �egalement nombre sa
repr�esentation par des chi�res.

On a ainsi obtenu un paquet d'une dizaine de dizaines, et qu'on appelle une centaine.
La premi�ere centaine, ou centaine de base, rassemble la totalit�e des dessins (chi�res,
nombres) suivants :

0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27; 28; 29
30; 31; 32; 33; 34; 35; 36; 37; 38; 39 40; :::50; :::60; :::70; :::80; :::; 89 90; 91; 92; 93; 94; 95; 96;
97; 98; 99:

On appelle cent le r�esultat de l'addition 99+1. Pour en obtenir le dessin, on commence
bien sûr par additionner les unit�es. On a vu que 9 + 1 = 10. Par cons�equent l'ajout d'une
unit�e �a 99 oblige �a changer de dizaine, �a passer dans la dizaine suivante qui est la dizaine
porteur du num�ero 10 puisque la pr�ec�edente portait le num�ero 9. On repr�esentera donc
99 + 1 par les chi�res 100.

Ce dessin n'est pas d'une interpr�etation di�cile :
le chi�re de droite, ici 0, repr�esente les unit�es, celui du milieu les dizaines, le 1 de
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gauche les centaines.

Ce processus de cr�eation de repr�esentation des nombres par paquets peut se conduire
sans �n.

Un paquet de dix centaines de nombres formera ce qu'on appelle un millier de nombres,
mille nombres. Il n'y a pas de nom sp�ecial pour un paquet de dix milliers de nombres, ni
pour un paquet de dix fois dix milliers de nombres, qui est un paquet de cent milliers de
nombres. Million d�esigne un paquet de dix fois cent milliers de nombres, et milliard un
paquet de mille millions de nombres.

A la �n de ce long discours, nos petits amis avaient l'impression que leur tête tournait
dans tous les sens : des tas de chi�res d�e�laient devant leurs yeux, parfois volant dans
toutes les directions, comme des milliers de grains de poussi�ere grisâtres dansant autour
des rayons du soleil.

Soleil s'en aper�cut, et pour leur changer un peu les id�ees, leur proposa de construire
un �etrange �edi�ce, pour des raisons connues avant tout de lui seul.



Chapitre 8

En route vers les �etoiles

Kangourou le jeune prince pouvait faire n'importe quel saut. Soleil, pro�tant de cette
merveille, proposa �a Kangourou d'aller rendre visite �a Madame Proxima sa voisine.

- Grâce �a la magie des nombres, je vais te faire construire un escalier peu commun qui,
si tu le veux bien, te conduira chez elle, lui donner de nos nouvelles. Je suis sûr que tu
seras parfaitement re�cu.

Kangourou sauta de joie. Il sautait, nous le savons, aussi bien en avant qu'en arri�ere !
Si 2, 3 ou 100 repr�esentaient des sauts en avant,� 2, � 3, � 100 rep�esentaient les sauts

qui ramenaient Kangourou �a son point de d�epart. ll y avait donc autant de nombres dits
positifs, correspondants aux d�eplacements vers l'avant, que de nombres n�egatifs, corres-
pondants aux translations vers l'arri�ere.

La liste des nombres entiers se compose donc de deux parties sym�etriques, les entiers
positifs dit aussi naturels, et les entiers n�egatifs : puisqu'il ne correspond �a aucun mouve-
ment, on consid�ere souvent que 0 ne fait partie ni des entiers dits naturels qui repr�esentent
des mouvements vers l'avant, ni des entiers n�egatifs qui repr�esentent des mouvements vers
l'arri�ere. Cest un entier quali��e de neutre vis-�a-vis de ces mouvements. C'est typiquement
un nombre ambigu !

Sa position est centrale dans l'ensemble des entiers. Il est bien sûr le seul, l'unique
�a occuper une place aussi singuli�ere : il est, la singularit�e de l'ensemble des entiers. Une
singularit�e r�ev�elatrice de l'ambigu •�t�e des choses de ce monde !

Un jour, Monsieur Buridan, qui vivait au Moyen Âge, amena son âne sur z�ero. C'�etait
un âne aussi merveilleux que Kangourou : il pouvait, tr�es têtu, d�ecider de courir, par
exemple jusqu'au nombre 10:000, comme de reculer jusqu'au nombre� 100:000. Evidem-
ment, se dit l'âne plac�e en position z�ero, je ne vais pas rester ici, sur place, toute ma vie !
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Mais que vais-je faire, aller vers l'avant, ou vers l'arri�ere ? Et toutes les possibilit�es d'aller
aussi loin dans un sens ou dans un autre me sont permises : que faire ?

Z�ero concentre en lui-même ces immenses possibilit�es d'un côt�e comme de l'autre, cette
toute puissance, il est totipotent. A la fois rien et tout, ange et bête, au caract�ere ambigu
comme toute chose singuli�ere.

La liste compl�ete des entiers qui entourent z�ero est in�nie. Elle contient �a la fois les
entiers positifs et les entiers n�egatifs, qui sont eux-mêmes deux sous-ensembles de nombres
de taille in�nie ! En fait cette liste de nombres contient, non pas seulement deux, mais
une in�nit�e de sous-ensembles in�nis de nombres ! L'univers des nombres est magique.

Il n'y a, a priori, aucune r�egle pour montrer sur une feuille de papier ou sur un �ecran
un petit fragment de cette liste, suppos�ee ici �ecrite le long d'une ligne, comme sur un �l :

-1 ,::: � 123456789098; :::; � 5; � 4; � 3; � 2; � 1; 0; 1; 2; 3; 4; 5; :::; 123456789098; :::; 1

Soleil proposa �a ses petits amis d'enrouler cette liste compl�ete des entiers autour d'un
cylindre in�ni, qui est une sorte de tube dont on ne peut jamais atteindre les extr�emit�es.
Il n'y a bien sûr que Soleil qui soit capable de bâtir un objet complet in�ni, au moins en
imagination bien sûr, en rêve !

C'est �a partir de ce tube que Soleil �t �eriger ce fameux escalier,< l'Escalier de Jacob>.

Alors le Prince des Kangourous, franchissant quatre �a quatre, que dis-je mille �a mille
les marches de cet escalier, courant comme l'�eclair sur cette �echelle, pourra monter si
haut qu'il pourra rencontrer non seulement Madame Proxima, mais aussi toutes les belles
�etoiles de l'univers !

Soleil �t venir Kangourou. Il parla avec lui en ces termes :

- Place-toi en z�ero mon ami, et imagine que tu vas sauter de trois vers l'avant.
- Voil�a dit kangourou, je suis en z�ero par la pens�ee, et toujours par la pens�ee j'imagine
que je vais sauter de trois vers l'avant.
- Tr�es bien dit Soleil. Tu vas donc t'�eloigner de z�ero de trois. Mais tu sais que tu peux
�egalement faire un saut de trois dans la direction oppos�ee ?
- Bien sûr, Soleil, ne suis-je pas merveilleux ?
- Et donc, Prince des Kangourous, tu vas t'�eloigner �egalement de z�ero de trois, mais cette
fois-ci dans l'autre sens.
- Oui, Soleil, mais o�u veux-tu en venir ?
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- Tout simplement �a ceci. Imagine qu'un miroir soit plac�e en z�ero. Quand tu rapproches
du miroir, ton image se rapproche de la même mani�ere de ce miroir, et quand tu t'en
�eloignes, ton image s'en �eloigne �egalement de la même fa�con. Le sym�etrique� 3 de 3 est
comme l'image �a tout instant de toi-même dans ce miroir.
- Si donc je repr�esente les entiers positifs dans l'espace, j'obtiens les entiers n�egatifs comme
images des pr�ec�edents par rapport �a un miroir plac�e en z�ero ?
- Oui, Kangourou ! Bravo ! Tu n'es pas le Prince des Kagourous pour rien !

Les joues de Kangourou se teint�erent du même rouge que celui de son n�ud papillon.

Soleil adressa alors les recommandations suivantes :

< Commencez par enrouler de mani�ere r�eguli�ere autour du cylindre, et vers le haut, la
partie du �l portant les entiers positifs. Imaginez qu'en z�ero est plac�e un miroir perpen-
diculaire �a l'axe du cylindre. Enroulez alors vers le bas la partie du �l portant les entiers
n�egatifs de sorte que chaque entier n�egatif est l'image par rapport au miroir de l'entier
positif dont il est le sym�etrique.

Puis, chaque fois que le cylindre sera en contact avec le petit morceau du �l sur lequel
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est inscrit un nombre, on fera une encoche dans le tube, encoche �a l'int�erieur de laquelle
on glissera un côt�e d'une marche de l'escalier. L'autre côt�e de la marche sera soud�e �a une
barre m�etallique color�ee.

Vous disposerez de dix barres m�etalliques color�ees, appel�ees des �bres, et num�erot�ees
de 0 �a 9 : toutes les couleurs peuvent être di��erentes. Toutes ces barres, parall�eles au tube,
rencontrent un cercle m�etallique pos�e au sol, appel�e cercle de base, et auquel elles seront
soud�ees : l'escalier doit être tr�es solide pour monter si haut ! L'axe du tube passe par le
centre de ce cercle.)

Chaque barre porte, dans un premier temps, des inscriptions de nombres qui vont de
dix en dix.

Ainsi sur la barre color�ee en noir et num�erot�ee 0, on peut lire : 0 au contact du cercle
m�etallique, puis vers le haut 10; 20; 30; :::; 100; 110; :::; 1000; 1010; ::: etc jusqu'�a lin�ni, et
vers le bas� 10; � 20; � 30; :::; � 100; � 110; :::; � 1000; � 1010; ::: et ainsi de suite jusqu�a l'in-
�ni. Ces derniers nombres sont les d�eplac�es, les translat�es de 0 par les translations 10 et
� 10.

Une marche joint l'inscription 10 sur le tube central �a l'inscription 10 sur la barre
noire. Il y a autant de marches de cette sorte que d'inscriptions sur la barre noire. Pour
avoir une id�ee de la quantit�e d'inscriptions qui �gureront sur cette barre, du travail que
vous aurez �a faire, vous supprimerez dans un deuxi�eme temps le z�ero des unit�es sur cha-
cune de ces inscriptions. On lira alors, vers le haut, 1; 2; 3; etc, et vers le bas,� 1; � 2; etc.
Conservant le z�ero sur la barre au contact du cercle de base, sera donc inscrite sur cette
barre la liste compl�ete des nombres entiers.
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Images Jos Leys

Ainsi, l'ensemble in�ni des entiers trac�es sur le tube contient, augment�e du z�ero de la
base, l'ensemble in�ni des translat�es de 0 : ces deux ensembles in�nis portent pourtant
exactement les mêmes nombres ! Qui contient l'autre ?

Avec chacune des neuf autres barres, le ph�enom�ene observ�e sera le même. On peut
donc se contenter de voir ce qui se passe sur la barre par exemple rouge sur laquelle
sont inscrits d'abord vers le haut : 1; 11 = 1 + 10; 21 = 11 + 10; ::: et vers le bas :
� 1; � 1 + ( � 10) = � 11; � 11 + (� 10) = � 21; ::: c'est-�a-dire les translat�es de 1 et� 1 par
10 et � 10. 0 ne �gure pas ici.

Une marche joindra l'inscription 1 sur le tube central �a l'inscription 1 sur la barre
rouge. Il y a autant de marches de cette sorte que d'inscriptions sur la barre rouge.

On supprimera dans un second temps le 1 des unit�es �gurant dans toutes les inscrip-
tions ayant au moins deux chi�res. On observera alors sur la barre rouge les inscriptions :

-1 , ::: � 12345678909; :::; � 5; � 4; � 3; � 2; � 1; � 1; 1; 1; 2; 3; 4; 5; :::; 12345678909; :::; 1
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Le z�ero ne �gure pas, mais par contre, sont pr�esents deux 1 et deux� 1, et puis tous
les autres nombres entiers. Il y a donc une inscription suppl�ementaire sur cette barre, par
rapport �a celles qui �gurent sur la liste des entiers ! Et pourtant cet ensemble d'inscrip-
tions est, �a l'�ecriture pr�es, le même que celui qui �gure initialement sur la barre, o�u le
z�ero n'apparâ�t pas...

En rempla�cant les 1 et � 1, par 2 et � 2, 3 et � 3, ... , 9 et � 9, on obtiendra les 8
autres listes d'inscriptions sur les 8 autres barres, et l'on observera les mêmes ph�enom�enes
inattendus.

L'ensemble des inscriptions sur le tube central contient toutes les inscriptions qui �-
gurent sur les 10 barres m�etalliques. A vrai dire, si d'un in�ni, on parvient �a extraire un
in�ni qui lui est �egal, la r�ep�etition sans �n de ce processus sur le dernier in�ni cr�e�e conduit
�a �enoncer que cet in�ni se contient une in�nit�e de fois.

On n'en a pas �ni de gloser sur l'in�ni, pensait Soleil !>



Chapitre 9

Kangourou pense �a être architecte

Comme l'avait esp�er�e Soleil, la construction du grand et magni�que escalier de Jacob
eut une grande in
uence sur Kangourou. Il rêva de devenir lui aussi architecte.

Bien comprendre d'abord la structure de cet escalier, telle a �et�e sa d�emarche. Et comme
chaque marche de l'escalier correspond �a un nombre entier, il d�ecida d'examiner en d�etail
la structure de cet ensemble des nombres entiers.

La feuille de papier devant lui, le crayon �a la main - en ce temps, la tablette �etait
inconnue ! - Kangourou ne bougeait pas, l'esprit apparemment vide, la pens�ee muette. Il
�nit par jeter un coup d�il par la fenêtre, l'escalier, devant lui, exposait sa splendeur.
Un peu de chaleur lui monta aux joues : cet escalier �etait devenu une sorte d'ami, sa
pr�esence, tout pr�es, le r�econforta. Il le regarda, de bas en haut et de haut en bas, si riche
en couleurs ; petit �a petit son esprit se r�echau�a, et se mit �a mouvoir lui aussi.

Des bribes de souvenirs a�u�erent, se m�elang�erent, s'organis�erent, confort�es parfois par
un simple regard sur l'escalier. Il y avait des propri�et�es apparemment particuli�eres, mais
d'autres qui semblaient plus g�en�erales, plus universelles en quelque sorte.

Il �t cette r�e
exion que les propri�et�es les plus g�en�erales, qui sont vraies peut-être par-
tout et toujours, sont de ce fait sans doute les plus int�eressantes ! Ce sont donc les plus
fr�equentes, les plus utilis�ees qu'il faut mettre en �evidence, faire ressortir !

Il nota sur sa feuille :
< 1 - Les marches de l'escalier, les groupements de marches cons�ecutives, sont des objets
de même nature. Tous ces mouvements auxquels ils sont intimement associ�es, ces sauts
que je fais, ces translations de Sphalos, sont �egalement des objets de même nature. Tous
les dessins et nombres qui les repr�esentent sont tous �egalement de même nature.
Et ces ensembles d'objets di��erents, notamment les deux derniers, me semblent partager
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les mêmes propri�et�es.

2 - En partie grâce �a cette sorte d'homog�en�eit�e de leurs constituants, je peux en e�et
composer, additionner entre eux les �el�ements appartenant �a ces ensembles. Une transla-
tion suivie d'une translation est encore une translation ; 1 plus 1 est encore un nombre, 2.
Et je peux faire ces compositions entre translations et ces additions entre nombres sans �n.

3 - Ces ensembles poss�edent aussi tous deux un �el�ement ditnul : compos�ee avec la trans-
lation nulle, une translation quelconque reste invariante ; l'addition de 0 �a un nombre
quelconque le laisse invariant.>

Apr�es avoir �ecrit toutes ces lignes, Kangourou �eprouva le besoin de reposer un instant
sa main, et son esprit. Il posa son crayon, jeta �a nouveau un coup d'�il sur son escalier,
puis sur sa feuille. Ai-je bien tout vu, se dit-il ? La r�eponse vint aussitôt : Mais non ! et il
�ecrivit, pensant < je peux faire des sauts en arri�ere> :

< 4 - A tout mouvement de translation est associ�e un mouvement de translation sym�e-
trique de sorte que leur composition est la translation nulle. Tout nombre poss�ede un
sym�etrique, l'addition du nombre et de son sym�etrique est le nombre nul.>

Kangourou posa �a nouveau le crayon sur la table et se redressa. Il se sentait un peu
fatigu�e, mais avait l'impression, le sentiment d'avoir bien travaill�e. Il �etait en somme assez
content de lui. Les minutes passant, un soup�con d'inqui�etude lui traversa l'esprit. Ai-je
bien vraiment tout dit, ce que j'ai observ�e est-il bien exact ?

Il se leva soudain.< On verra bien demain> dit-il �a haute voix, et il sortit.



Chapitre 10

La tr�es belle d�ecouverte

Kangourou se sentait agit�e. N'avait-il pas annonc�e qu'il voulait devenir architecte ?
Mais que fait un architecte ? Sa vision de l'architecture restait obscure. Ce qu'il avait
entreprit convenait-il, �etait-ce raisonnable ? Ce qu'il avait �ecrit se rapprochait-il des<abs-
tract non senses> dont il avait entendu parler sans savoir ce qu'il y avait derri�ere ces mots,
des bêtises en quelque sorte ?

Il �eprouva le besoin d'aller s'�epancher aupr�es de quelqu'un, de se d�elivrer de tous ces
soucis. Il aper�cut son grand copain Sphalos, a�al�e sur son si�ege, �a la terrasse d'un th�e�e.
Il faut savoir qu'il n'y a pas de caf�es au pays des kangourous. Les kangourous sont plutôt
herbivores, nul ne les surpasse dans la connaissance des plantes, avec lesquelles ils pr�e-
parent de merveilleuses boissons chaudes. Sphalos le can(ul)ard, qui aime bien les milieux
liquides, �etait donc attabl�e �a la terrasse d'un th�e�e.

Un grand sourire �eclaira le visage de Kangourou. Un grand sourire �eclaira le visage de
Sphalos.

Tout en buvant avec pr�ecaution son sp�ecial th�e tr�es parfum�e, Kangourou �t part �a
l'attentif Sphalos de ses projets incertains, de ce qu'il avait d�ej�a fait, de ses petits soucis.
Sphalos resta silencieux un moment, puis dit soudain :

- Coin-coin, et si nous regardions ensemble ce que tu as d�ej�a �ecrit ? Soit tu as raison,
soit tu as tort et si je te donne raison alors que tu as tort, nous serons tous les deux des
imb�eciles. Comme disent les Corses, nous serons tous deux dans la bourbe, aqui. Qu'en
penses-tu ?
- Tu as bien raison ! D'accord pour te montrer ce que j'ai d�ej�a �ecrit.

Les tasses de th�e furent instantan�ement vid�ees.
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Sphalos relut avec lenteur le texte de Kangourou. L'impression �etait bonne. Que
pouvait-on modi�er, retrancher, ajouter ? Sphalos prenait son temps. N'avez-vous pas
remarqu�e combien les canards, au bord de la mare, peuvent rester longtemps pensifs et
m�editatifs ? Kangourou, lui, s'agitait, accomplissait de petits sauts, mais en ce moment
circulaires, n'�etait-il pas merveilleux ?

Sphalos pensait, lui, aux mani�eres selon lesquelles ils se d�epla�caient tous deux. Par
exemple, ils pouvaient d'abord associer les mouvements 2 et 1, c'est-�a-dire consid�erer la
translation de 2 suivie de la translation de 1 comme un seul bloc. Ce bloc not�e (2 + 1) est
comme une translation de 3. On peut ensuite la faire suivre d'une nouvelle translation,
par exemple de 3 encore. Mais le r�esultat �nal est le même que s'ils accomplissaient la
translation 2 suivie du mouvement 1 + 3, qui est comme la translation 4, soit :

(2 + 1) + 3 = 2 + (1 + 3)
3 + 3 = 2 + 4

Sphalos et Kangourou �etaient bien d'accord : pour tous leurs d�eplacements, on pouvait
associer les �el�ements en blocs plus ou moins grands, permettant d'obtenir des �ecritures
plus condens�ees. Au lieu d�ecrire :

1 + 1 + 2 + 1 + 2

on pouvait tout aussi bien �ecrire

1 + (1 + 2 + 1) + 2
(1 + 1) + (2 + 1 + 2)

(1 + 1) + 5 = 1 + (1 + 5) = 1 + 6 = 7

Ils appel�erent cette propri�et�e des nombres l'associativit�e, et estim�erent dans leurs dis-
cussions que les nombres avaient de remarquables propri�et�es de stabilit�e, aussi �etonnantes
que celles des ann�ees, des ans qui, sans d�efaillance, se succ�edaient les uns apr�es les autres.
Quelle fut leur surprise quand ils remarqu�erent que les trois lettres qui composaient< ans>
d�esignaient aussi les propri�et�es principales de ces nombres : a commeassociativit�e, n
comme �el�ement neutre, s commesym�etrie !

Un rien superstitieux, ils se dirent que l'examen des propri�et�es structurelles de ces
mouvements et de ces nombres qu'ils venaient de faire d�e�eraient sans doute le passage
des ans.
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Pendant tout le temps de leurs �echanges, Sphalos �etait rest�e plutôt gentiment assis.
Kangourou, lui, allait et venait, revenait sur ses pas, tournait même parfois sur lui-même
en agitant les bras.

Soudain, comme Kangourou tournait en rond, nos deux comp�eres pens�erent au mou-
vement de rotation. Et si, au lieu de nos mouvements de translations rectilignes, nous
regardions les propri�et�es des mouvements de rotation ? Auraient-ils bien les mêmes pro-
pri�et�es que les mouvements de translations ? Ce serait con�rmer ce qu'avait dit Soleil :
tout nombre repr�esente un mouvement, une transformation.

Instinctivement, ils penchaient vers l'a�rmative. Le cercle n'est-il pas simplement un
�l dont on soude les extr�emit�es ? On pouvait bien faire en e�et une rotation apr�es l'autre,
les composer, s'abstenir de tourner, tourner en sens inverse et revenir �a son point de d�e-
part.
Mais en tournant les bras dans l'air, dans l'espace qui nous environne, ils s'aper�curent
avec surprise que, parfois, l'ordre de la succession des rotations modi�ait le r�esultat. Alors
que 1 + 2 = 2 + 1, il arrivait que composer la rotation A avec la rotation B aboutissait �a
un �etat di��erent de celui que donnait la composition de B avec A !

�Ca alors ! S'exclam�erent-ils ensemble.

Qu'on ait toujours avec les entiers 3 + 4 = 4 + 3, que l'oncommutela position des
entiers quels qu'ils soient ne change rien au r�esultat �nal, est une propri�et�e �a laquelle ils
n'avaient pas port�e attention.

Ils savaient bien, quand ils prenaient leur petit d�ejeuner le matin, qu'on n'obtient pas
tout �a fait le même r�esultat quand on met du miel sur une tartine beurr�ee ou du beurre
sur une tartine d�ej�a recouverte d'une �epaisse couche de miel blond.

Ils t�el�ephon�erent �a Soleil pour lui faire part de leurs trouvailles.

Soleil, d'abord surpris, stup�efait, rayonna de bonheur.

F�elicitations, mes amis ! Vous avez tous deux d�ecouvert ou plutôt red�ecouvert l'une des
architectures du monde parmi les plus int�eressantes. On l'appelle la structure degroupe.

Elle vous permettra de r�ealiser mille choses dont vous n'avez point id�ee, de faire des
voyages magni�ques, de cr�eer des d�ecors enchanteurs que vous ne cesserez d'admirer, et
surtout de mieux comprendre l'�etonnant univers dans lequel vous vous �epanouirez.

Je vous embrasse !



32 CHAPITRE 10. LA TR �ES BELLE D �ECOUVERTE



Notes historiques

Page 5
L'auteur voudrait d'abord adresser ses remerciements �emus �a l'�etudiant et/ou aux �etu-
diants qui, pour son premier No•el proprement universitaire, lui ont o�ert ce merveilleux
Kangourou, lequel a bien voulu accepter de se laisser photographier pour vous. J'avais
�evoqu�e, au cours de mon premier cours en amphith�eâtre fait devant des �etudiants et donc
devant eux, plus de 20 ans avant la naissance dehttp://www.mathkang.org , les prouesses
de Kangourou. Elles seront rappel�ees dans ce texte, pour illustrer et rendre plus vivants
des propri�et�es et des faits �el�ementaires, g�en�eraux, malheureusement souvent dess�ech�es par
la belle mais abrupte, insensible et hautaine, pr�esentation axiomatique.

Page 5
Extrait de Wikip�edia :
< Les kangourous se d�eplacent par bonds avec beaucoup de subtilit�e, leur vitesse de course
est variable plutôt lente en g�en�eral de l'ordre de 20 km/h, et peuvent alors parcourir de
longues distances en faisant de petits bonds.
Ils peuvent aussi se d�eplacer �a une vitesse plus rapide de 40 km/h en r�ealisant des bonds
spectaculaires. Les kangourous peuvent bondir jusqu'�a 3:5 m�etres de haut, et 13:5 m�etres
de long.
Lors d'un r�eel danger, en terrain d�ecouvert devant un pr�edateur par exemple, ils peuvent
prendre la fuite tr�es rapidement jusqu'�a 64 km/h pour les kangourous gris et 70 km/h
pour les kangourous roux.
Les adultes n'ont pas vraiment de pr�edateurs grâce �a leur force au combat, leur grande ra-
pidit�e et leur agilit�e �a bondir, cependant les animaux faibles, malades, âg�es ou trop jeunes
sont la proie des dingos. Les adultes sont tr�es puissants, et peuvent tuer des dingos, leurs
coups sont encore plus puissants que ceux des autruches.>

Page 5 et suivantes
Sur les dessins des chi�res et leur histoire, on peut consulter : Histoire universelle des
chi�res, Seghers, puis Bouquins chez Robert La�ont, t. I et II, 1994.
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Page 9
Le premier auteur - qu'en �etait-il peut-être de ses pr�ed�ecesseurs ? - le premier auteur donc
�a avoir attir�e l'attention de ses contemporains sur l'activit�e de repr�esentation exerc�ee par
les hommes est Platon. Platon, tr�es p�edagogue, utilise le proc�ed�e consistant �a cr�eer un
mythe pour pr�esenter ses points de vue. Le mythe auquel en l'occurrence il fait appel
est celui, devenu fameux, appel�e< Le Mythe de la Caverne>. Platon l'expose dans son
ouvrage bien connu La R�epublique, d�es le d�ebut du chapitreV II .
Dans un texte en voie de r�edaction, j'esp�ere convaincre de la g�en�eralit�e du ph�enom�ene.
Voir aussi le chapitre 1 de l'ouvrage cit�e dans l'article Page 13 qui suit.

Page 13
Sur ce qu'est un nombre, j'esp�ere aussi avoir r�epondu tant �a Vladimir Arnold qu'�a Poin-
car�e dans ces deux textes, surtout dans le second :
http://www.vigdor.com/titres/bruterCPConsNom.htm
et http://arpam.free.fr/Du%20nouveau%20...%20Quadrature.pdf
Selon P. Val�ery, < Poincar�e doutait que l'on puisse d�e�nir le nombre >. Tout d�epend �evi-
demment de ce que l'on entend par d�e�nition.

Page 17 et suivantes
La saisie de l'in�ni n'a cess�e de hanter les hommes. Les lignes et les textes consacr�es �a l'in-
�ni, sans être in�nis, sont toutefois terriblement nombreux. Tombent de ma biblioth�eque
par exemple ces trois ouvrages assez r�ecents :
Jean-Marie Lardic, L'in�ni entre science et religion au XVIIe si�ecle, Vrin, Paris,1999.
Philippe Lauria, Cantor et le trans�ni, L'Harmattan, Paris, 2004.
Tony L�evy, Figures de lin�ni, Les math�ematiques au miroir des cultures, Seuil, Paris, 1987.

L'enseignement secondaire ne m'a jamais parl�e de l'in�nit�e du nombre : est-ce pour ne
point faire peur ? Je reprends dans le chapitre 1 de l'ouvrage cit�e dans l'article Page 13
qui pr�ec�ede, ces lignes toujours de P. Val�ery :< Vu Estauni�e. Me dit que, enfant �a 6 ans,
il avait appris �a compter jusqu'�a 6 - en deux jours. Il compris alors qu'il y avait 7, etc... ,
et il prit peur qu'il fallût apprendre une in�nit�e de noms. Cet in�ni l'�epouvanta au point
de refuser de continuer �a apprendre les autres nombres.>
Le choix du contenu de cet opuscule n'est pas totalement �etranger �a la signi�cation de
cette anecdote.

Page 21
Par convention, je consid�ere �egalement comme singularit�e l'�equivalent de tout �el�ement
neutre d'un objet poss�edant une ou plusieurs sym�etries. Ainsi, 0 est la singularit�e de la
droite discr�ete compos�ee de tous les entiers - et reposant sur la droite continue des r�eels.
Cette droite est situ�ee dans un plan. On peut la d�eformer par une application plan sur
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plan continue qui envoie (0; 0) sur une singularit�e au sens classique de la courbe image. Par
exemple, dans les cas simples, la d�eform�ee de la droite est une parabole, une gaussienne,
une parabole semi-cubique (cusp), une tractrice. Par rotation de ces courbes autour de
la droite des r�eels par exemple, on fabrique des surfaces qui sont des d�eformations de cy-
lindres �a axe horizontal : elles peuvent donc �egalement servir �a la construction d'escaliers
in�nis non cylindriques, au contraire des escaliers traditionnels.
Sur le rôle de la singularit�e en tant que m�etaphore de l'ambigu•�t�e, cf par exemple l'ar-
ticle < Th�eorie des catastrophes et ambigu•�t�e > (http ://arpam.free.fr/TCA.pdf). Dans la
classi�cation des singularit�es, la singularit�e de typecuspest la plus primitive : toute d�e-
form�ee de cette singularit�e respectant la sym�etrie donne une repr�esentation des situations
ambig•ues arch�etypes.

Page 29
L'auteur a oubli�e de pr�eciser que Sphalos �etait un canard grec, fort nul, ce dont tout le
monde s'est aper�cu. Dans le patois aveyronnais, ici se dit aqui. Les savants linguistes sont
parvenus �a �etablir les origines de ce terme. On a suppos�e ici qu'il �gure dans la langue
corse.

Page 31
Ce conte s'adresse �a tous les enfants, c'est-�a-dire aux enfants de tous âges, sans limitation
aucune. L'ouvrage intitul�e Comprendre les Math�ematiques ne compte que 1+2+3+4
chapitres sur les math�ematiques, seules 10 folies s'�el�event dans le parc math�ematique :
ce texte introductif, en hommage aux rêveurs pythagoriciens, pr�esente ce même caract�ere
d�ecimal.
Parmi les raisons qui en motivent le contenu, les deux suivantes restent �a l'�etat subliminal,
elles se pr�esentent sous forme d'aphorisme :
- Les gens s�erieux ne sont pas s�erieux, ou encore les gens pas s�erieux sont s�erieux.
- Les hommes comprennent tr�es vite, mais il faut leur expliquer plus longtemps encore.
Tout conte participe du rêve r�eparateur. La pr�esence d'�el�ements loufoques l'accompagne
fr�equemment. Pr�esents a�n de divertir et reposer le lecteur, il arrive dans ce texte qu'ils
pointent leur nez.
Parmi les concepts de base de la philosophie de l'auteur, celui d'�energie et celui de stabi-
lit�e. Platon �etait �a deux doigts d'introduire ce dernier dans le panth�eon des Id�ees. Il n'a
pas encore son h�eros. Soleil, dans ce texte, le dieu Ra des savants �egyptiens, repr�esente
l'�energie sous sa forme lumineuse : nous lui devons en partie la vie et d'apercevoir le monde.
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Images Jos Leys

L'escalier de Jacob que parcourt le Prince des Kangourous est globalement de forme
cylindrique. Le regardant vers l'in�ni, il parâ�t s'amincir de plus en plus au point de dis-
parâ�tre. L'image pr�esente de Jos Leys traduit cette impression. Les petites boules sur
l'axe central de la �gure illustrent les nombres entiers grav�es sur le tube central de l'es-
calier. Celles qui sont inscrites sur le m�eridien visible de la surface illustrent les entiers
de dix en dix grav�ees sur la barre verticale de l'escalier passant par le z�ero du cercle de base.

Cette �el�egante surface est une repr�esentation de ce que les math�ematiciens appellent
une pseudo-sph�ere, d'autres plus humoristes une pseudo-trompette. Elle est une mani�ere
de d�eformer un cylindre et renvoie �a la< Note historique> intitul�ee page 21.

L'auteur a le plaisir de remercier Denise Chemla et Richard Denner qui ont bien voulu
mettre au format LaTeX le texte original, Patrice Jeener et Los Leys qui ont bien voulu
illustrer le texte.
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